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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящее пособие предназначено для студентов заочной 
формы обучения. Студенты должны ясно осознавать, что не су-
ществует какой – либо специфической «заочной» математики.  
Математика едина. Различными могут быть только программы и 
технологии обучения. Для студентов заочной формы обучения в 
соответствии с Федеральными государственными образователь-
ными стандартами количество часов, отводимых на лекции и 
практические занятия в вузе, очень невелико, и основной должна 
быть самостоятельная работа. Поэтому в пособии по возможно-
сти реализован принцип построения учебного комплекса по дис-
циплине, а именно изложены в минимально необходимом  объе-
ме основные теоретические понятия и методы, приведены много-
численные детально разобранные примеры решения всех типо-
вых задач, даны варианты расчетно - графической работы (РГР). 

Включены также вопросы для самопроверки и дополни-
тельные задачи для самостоятельной работы, а также варианты 
тестовых заданий с ответами, безусловно полезные студентам за-
очной формы обучения для оценки степени усвоения материала и 
лучшей подготовки к экзаменам. 

Изучение дифференциальных уравнений имеет важнейшее 
значение в математической инженерной подготовке. Объясняется 
это тем, что дифференциальные уравнения представляют собой 
математические модели самых разнообразных процессов и явле-
ний, так как их решения позволяют описать эволюцию изучаемо-
го процесса, характер происходящих с материальной системой 
изменений в зависимости от первоначального состояния системы. 
Они синтезируют  в себе знания, полученные ранее при изучении 
предшествующих глав математики: линейной алгебры, диффе-
ренциального и интегрального исчисления, рядов.  

Следует отметить, что решение прикладных задач матема-
тическими методами включает обычно (в определенной мере, ко-
нечно, условно) три этапа. На первом этапе необходимо постро-
ить математическую модель явления, то есть получить систему 
уравнений, описывающих явление (ими часто оказываются имен-
но дифференциальные уравнения); на втором - выбрать и реали-
зовать эффективный метод решения выведенных уравнений; на 



третьем - провести численный и параметрический анализ и ин-
терпретацию полученного решения, и на основе такого анализа 
дать необходимые рекомендации инженерам - проектировщикам. 

Первый этап, связанный с построением математической мо-
дели, то есть с выводом дифференциальных уравнений (или сис-
тем дифференциальных уравнений), описывающих то или иное 
явление, представляет собой обычно весьма трудную самостоя-
тельную задачу. Сложность еë состоит в том, что при выводе 
дифференциальных уравнений необходимо удовлетворить про-
тиворечивым требованиям. С одной стороны, построенная мате-
матическая модель должна быть адекватной рассматриваемому 
явлению. С другой стороны, получающиеся дифференциальные 
уравнения должны иметь по возможности простое решение. Это 
требует введения различных допущений физического характера, 
а следовательно, глубокого понимания сути рассматриваемого 
явления. Процесс построения адекватной математической модели 
рассматриваемой прикладной задачи обычно сводится к последо-
вательному уточнению модели на основе накапливаемого опыта 
еë применения. 

С выводом и применением дифференциальных уравнений к 
решению тех или иных прикладных задач студенты встречаются 
при изучении различных общеобразовательных и специальных 
курсов (физики, теоретической механики, сопротивления мате-
риалов, электротехники и др.).  

Огромный опыт, накопленный при физическом и математи-
ческом моделировании процессов и явлений различной физиче-
ской природы, свидетельствует о том, что задачи, возникающие в 
различных областях науки и техники, очень часто приводятся к 
одинаковым типам дифференциальных уравнений, имеющим 
общие свойства решений. Предметом настоящего пособия и яв-
ляется изучение аналитических методов решения наиболее рас-
пространенных типов обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и их систем.  

Для удобства пользования пособием при самостоятельном 
изучении курса приведена также некоторая справочная информа-
ция. 

 



1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

1.1. Основные понятия 
При изучении различных физических процессов и явлений 

обычно не удаëтся найти непосредственную зависимость между 
искомой функцией, описывающей тот или иной процесс, и неза-
висимыми переменными. Как правило, удаëтся установить связь 
между неизвестной функцией и еë производными. 

Дифференциальным уравнением и называется уравнение, в 
которое неизвестная функция входит под знаком производной 
или дифференциала. 

Если производные от неизвестной функции, входящие в 
уравнение, берутся только по одной независимой переменной, то 
дифференциальное уравнение называется обыкновенным. Урав-
нения, содержащие производные по нескольким независимым 
переменным, называются дифференциальными уравнениями в ча-
стных производных.  

Порядок наивысшей (старшей) производной, входящей в 
дифференциальное уравнение, определяет порядок дифференци-
ального уравнения. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение n-го порядка в 
самом общем виде записывается так: 
                                     0),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF  ,                          (1.1) 
где  −)(xy неизвестная  функция,  x – независимая  переменная,   

),(),( xyxy ′′′ )(, )( xy n  - производные от неизвестной функции. 
В частности, обыкновенное дифференциальное уравнение 

первого порядка имеет вид 
                                            0),,( =′yyxF .                                     (1.2) 

Обычно обыкновенное дифференциальное уравнение перво-
го порядка может быть записано или в форме, разрешëнной отно-
сительно производной 
                                              ),( yxfy =′                                         (1.3) 
или в форме, содержащей дифференциалы   
                                    0),(),( =+ dyyxNdxyxM .                        (1.4) 



Обе эти формы записи эквивалентны и от одной формы за-
писи легко перейти к другой. 

Пусть, например, уравнение задано в форме (1.4). Перенося 
первое слагаемое в правую часть, после деления на 0),( ≠dxyxN  
получим уравнение, разрешëнное относительно производной: 

,),(),( dxyxMdyyxN −=    ).,(
),(
),( yxf

yxN
yxM

dx
dy

=−=  

Решением дифференциального уравнения называется функ-
ция, которая при подстановке в уравнение обращает его в тожде-
ство. Процесс нахождения решений дифференциального уравне-
ния называется интегрированием дифференциального уравнения. 
График решения дифференциального уравнения называется ин-
тегральной кривой. 

 Характерное свойство дифференциальных уравнений со-
стоит в том, что при их интегрировании получается бесчисленное 
множество решений. Для уравнения первого порядка это множе-
ство описывается одной произвольной постоянной. Например, 
уравнению )(xfy =′ , как известно из интегрального исчисления, 
удовлетворяет функция ,)( CxFy +=  где )(xF  - первообразная 
для функции )(xf  (то есть )()( xfxF =′ ), а C  - постоянная интег-
рирования. Следовательно, искомая функция )(xy  определяется 
из дифференциального уравнения неоднозначно.  

  Чтобы выделить из бесконечного множества решений то, 
которое описывает именно данный процесс, необходимо задать 
дополнительную информацию, например, знать начальное со-
стояние процесса. Такое дополнительное условие называется  на-
чальным условием.  Оно ставится так: требуется,  чтобы  при не-
котором начальном значении независимой переменной 0xx =   
искомая функция равнялась заданному числу :0y  
                             00 )( yxy =      или    00

yy xx =
=

.                          (1.5) 
Задача интегрирования  дифференциального  уравнения первого  
порядка  совместно с начальным  условием  называется началь-
ной задачей или задачей Коши1. 

1 К о ш и Огюстен Луи (21.08.1789-23.05.1857) – французский ма- 
  тематик и механик. 

                                                           



Можно доказать, что если в уравнении ),( yxfy =′ , разре-
шëнном относительно производной, правая часть ),( yxf  непре-
рывна, ограничена и имеет ограниченную частную производную 

y
yxf

∂
∂ ),(  в некоторой области, содержащей начальную точку 

),,( 00 yx  то существует решение уравнения и притом единствен-
ное, удовлетворяющее заданному начальному условию =)( 0xy   

0y= .  
Эта основная теорема теории дифференциальных уравнений 

первого порядка называется теоремой существования и единст-
венности решения.  

Для дифференциальных  уравнений первого порядка разли-
чают общее, частное и особое решения, а также общий, частный 
и особый интегралы. 

Общим решением  дифференциального уравнения первого 
порядка, разрешëнного относительно производной,  называется 
такое семейство функций  ),,( Cxy ϕ=  зависящих от x и произ-
вольной постоянной C, что 

1) при любом  допустимом  значении  постоянной  C  функ-
ция ),( Cxy ϕ=  является решением уравнения; 

2) каково бы ни было начальное условие (1.5), можно подо-
брать такое значение постоянной 0C , что решение ),( 0Cxy ϕ=  
будет yдовлетворять условию 000 ),( yCx =ϕ .  

Частным решением дифференциального уравнения первого 
порядка называется  решение,  которое  получается  из общего 
при каком-либо конкретном значении произвольной постоянной 

0CC = , то есть функция вида ),( 0Cxy ϕ= .     
        Поэтому общее решение дифференциального уравнения 
можно определить как множество всех частных решений уравне-
ния. 

Например, дифференциальному уравнению xy cos=′ , оче-
видно, удовлетворяет функция  Cxy += sin , где C – произволь-
ная постоянная. Решение Cxy += sin  является общим. Если по-
мимо уравнения задано начальное условие, например, 1)0( =y  (то 
есть поставлена задача Коши), то, подставляя общее решение в 



начальное условие, находим 1=C . В результате получим единст-
венное (частное) решение 1sin += xy , удовлетворяющее и урав-
нению и начальному условию. 
        Особым решением дифференциального уравнения называет-
ся решение, которое не может быть получено из общего решения 
ни при одном частном значении произвольной постоянной. 

Часто при интегрировании уравнения первого порядка не 
удается найти его общее решение в явном виде, а получается ко-
нечное (не дифференциальное) соотношение вида 
                                             0),,( =CyxФ ,                                   (1.6)    

содержащее решение y в неявной форме. Такое соотношение на-
зывается общим интегралом дифференциального уравнения. Ча-
стным интегралом называется соотношение, которое получается 
из общего интеграла при конкретном значении произвольной по-
стоянной. 

Как известно, уравнение произвольной кривой на плоскости 
записывается в виде .0),( =yxf  Сравнивая это соотношение с 
выражением для общего интеграла (1.6), легко заключить, что 
при различных конкретных значениях C будем получать различ-
ные интегральные кривые. Поэтому геометрически общий инте-
грал дифференциального уравнения первого порядка изображает-
ся семейством интегральных кривых на плоскости, зависящих от 
одного параметра C. Частному интегралу соответствует одна 
кривая этого семейства, проходящая через заданную начальную 
точку  ).,( 00 yx   

Например, интегрирование уравнения yxy /−=′  приводит к 
общему интегралу вида ,222 Cyx =+  где  С – произвольная по-
стоянная. Это конечное соотношение при разных С представляет 
собой, очевидно, семейство концентрических окружностей с цен-
тром в начале координат различного радиуса С (рис. I.1). 
Частному интегралу будет соответствовать одна окружность, 
проходящая через заданную начальную точку ),( 00 yx .  

 



 
                                       Рис. I.1 

 
1.2. Геометрическая интерпретация  

дифференциального уравнения первого порядка. 
Поле направлений. Изоклины 

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка, 
разрешëнное относительно производной ),( yxfy =′ . Задавая ко-
ординаты ),( yx  произвольной точки на плоскости, можно опре-
делить значение производной в этой точке ,y′  то есть найти на-
правление касательной к интегральной кривой, проходящей через 
эту точку. Поэтому говорят, что дифференциальное уравнение 
первого порядка определяет поле направлений в той области D  на 
плоскости, в которой определена правая часть уравнения. В каж-
дой точке этой области известно направление касательной к ин-
тегральной кривой, проходящей через данную точку. Геометри-
чески поле направлений изображается векторами (или штрихами) 
с угловым коэффициентом αtgyxfy ≈=′ ),(  (см. рис. I.2).  

 
                                             Рис. I.2 



Геометрическое место точек, в которых касательные  к ин-
тегральным кривым имеют одинаковый наклон, то есть выполня-
ется соотношение ,constCy ==′   называется изоклиной данного 
дифференциального уравнения. 

Уравнение изоклины, соответствующей значению C, будет, 
очевидно, Cyxf =),( . Построив семейство изоклин при разных 
значениях C , можно приближëнно найти семейство интеграль-
ных кривых данного уравнения. 

Знание изоклин  позволяет во многих случаях даже для не 
интегрируемых явно дифференциальных уравнений получить 
графическое решение задачи Коши и выявить характер инте-
гральных кривых. 

Пример. Построить методом изоклин интегральную кривую 
уравнения 

,22 yxy +=′  

проходящую через заданную точку .
2
2;

2
2









M  

Решение. Уравнение изоклин получим, полагая Cy =′ . Сле-
довательно,               

Cyx =+ 22    или   .222 Cyx =+  
Таким образом, изоклинами данного уравнения являются  

концентрические окружности с центром в начале координат, 
причëм угловые коэффициенты касательных к искомым инте-
гральным кривым  равны радиусам этих окружностей С.  

Для построения поля направлений даем постоянной С раз-
личные определëнные значения:  ,...5,1,1,5,0 321 === CCC  Для 
изоклины, соответствующей, например, ,5,01 =C  ,5,0=≈′ αtgy  
следовательно, окружность радиуса 5,01 =C  интегральные кри-
вые  пересекают под одним и тем же углом,  составляющим 27≈  
с положительным направлением оси OX (см. рис. I.3). 

Изоклину, соответствующую ,12 =C  то есть окружность ра-
диуса 12 =C , интегральные кривые  пересекают под одним и тем 
же углом, составляющим 45  с положительным направлением 
оси OX, так как при этом .1=≈′ αtgy  

 



 
Рис. I.3 

Поле направлений на плоскости изображается штрихами.  
После этого уже можно приближëнно провести искомые инте-
гральные кривые, в частности, через заданную точку (см.рис. I.3). 

 
1.3. Интегрирование дифференциальных уравнений 

первого порядка различного типа 
 

Для многих важных и часто встречающихся на практике 
дифференциальных уравнений можно получить лишь прибли-
жëнное решение или решение, выражающееся не через элемен-
тарные функции, а через, так называемые, специальные функции. 
Существует лишь достаточно ограниченный класс простейших 
дифференциальных уравнений, для которых можно получить ре-
шение “в квадратурах”, то есть в виде замкнутых формул, содер-
жащих элементарные функции и интегралы от них. К ним отно-
сятся рассмотренные ниже типы дифференциальных уравнений. 

1.3.1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  с 
р а з д е л ë н н ы м и  и  р а з д е л я ю щ и м и с я 

п е р е м е н н ы м и 
Дифференциальное уравнение с разделëнными переменны-

ми имеет вид 
                                        0)()( =+ dyyNdxxM .                           (1.7) 
         В уравнении с разделëнными переменными  перед диффе-
ренциалом dx  стоит функция только одной переменной x, а перед 



дифференциалом dy  стоит функция переменной  y. Такие урав-
нения можно почленно интегрировать. В результате  получим 

  ∫ ∫ =+ CdyyNdxxM )()(  
или    
                                          ,)()( CyФxF =+                                   (1.8) 
где      
                              ∫= ,)()( dxxMxF      ∫= dyyNyФ )()( .  

Конечное (не дифференциальное) соотношение (1.8) и явля-
ется общим интегралом уравнения (1.7). 
         Пример. Решить уравнение  .0ln =+ ydydxex  
         Решение. Очевидно, это уравнение с разделëнными пере-
менными.  Интегрируя его, получим 

∫∫ =+ .ln Cydydxex  
Следовательно, общий интеграл уравнения будет 

.)1(ln Cyyex =−+  
Дифференциальное уравнение вида  

                           0)()()()( 2211 =+ dyyNxMdxyNxM ,                  (1.9) 

в котором коэффициенты при дифференциалах распадаются на 
произведение сомножителей, каждый из которых зависит только 
от одной переменной, называется дифференциальным уравнением 
с разделяющимися переменными.  

Уравнение (1.9) делением обеих частей на произведение 
функций  0)()( 21 ≠xMyN  приводится к уравнению с разделëнны- 
ми переменными  

,0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yNdx

xM
xM  

общий интеграл которого 

.
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 Cdy
yN
yNdx

xM
xM

=+ ∫∫  

Пример. Решить равнение 0)1()1( 22 =+++ ydyxxdxy .  
         Решение. Разделяем переменные делением на выражение  

0)1)(1( 22 ≠++ xy : 



0
11 22 =
+

+
+

dy
y

ydx
x

x . 

Интегрируем полученное уравнение с разделëнными переменны-
ми 

.
11 122 Cdy

y
ydx

x
x

=
+

+
+ ∫∫  

Тогда 
 

Так как C1 - произвольная постоянная,  принимая еë для упроще-
ния полученного выражения в виде ,ln5,01 CC =  представим об-
щий интеграл уравнения в виде  .)1)(1( 22 Cyx =++  

1.3.2. О д н о р о д н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е   
у р а в н е н и я 

Предварительно введем понятие однородной функции.  
Функция двух  переменных ),( yxf   называется  однородной  

n –го измерения, если при любом 0>k  справедливо равенство 
).,(),( yxfkkykxf n=  

В частности, если при изменении аргументов x и y в k раз 
вид функции не меняется, то есть ),,(),( yxfkykxf =  то функция 

),( yxf  называется однородной нулевого измерения. 
Соответственно дифференциальное уравнение первого по-

рядка, разрешëнное относительно производной ),( yxfy =′ , назы-
вается однородным, если правая часть ),( yxf  есть однородная 
функция нулевого измерения. 

Если уравнение первого порядка записано в форме, содер-
жащей дифференциалы  0),(),( =+ dyyxNdxyxM , то оно будет 
однородным, если ),( yxM  и  ),( yxN  - однородные функции од-
ного и того же измерения. 

Однородное дифференциальное уравнение подстановкой 

                                         
x
yt =  

приводится к уравнению с разделëнными переменными. 

1
22 )1ln(

2
1)1ln(

2
1 Cyx =+++



Действительно, пусть уравнение ),( yxfy =′  однородное. Тогда  
).,(),( yxfkykxf =  Полагая  xk /1= , получим == ),(),( yxfkykxf  

)./,1( xyf=  Введем теперь новую функцию  ./ xyt =   Тогда 
txy = ,  ,txty +′=′  и уравнение примет вид  )(),1( ttftxt ϕ==+′  

или .)( ttx
dx
dt

−=ϕ  ⇒   
x

dx
tt

dt
=

−)(ϕ
 - уравнение с разделëнными 

переменными.   
      Пример. Решить уравнение            
                                           .0)()( =−++ dyxydxyx  
      Решение. Преобразуем уравнение к виду 

yx
yxy

−
+

=′ . 

Так как 
yx
yx

kykx
kykx

−
+

=
−
+ ,  то исходное уравнение однородное. 

Полагаем  txyxyt =⇒= ,/    и    .txty +′=′  
Тогда уравнение примет вид 

    
t
t

txx
txxtxt

−
+

=
−
+

=+′
1
1  или    ,

1
1

1
1 2

t
tt

t
t

dx
dtx

−
+

=−
−
+

=    .
1
1 2

dx
t
txdt
−
+

=  

Разделив обе части уравнения на  ,0
1
1 2

≠
−
+

t
tx  приходим к уравне-

нию с разделëнными переменными 

.
1
1

2 x
dxdt

t
t

=
+
−  

Интегрируя его, находим   

Cxttarctg +=+− ln)1(ln
2
1 2  

или 
.)1(ln 2 Ctxtarctg =+−  

Возвращаясь к старой переменной, получим общий интеграл 
исходного уравнения в виде   

.ln 22 yx
x
yarctgC +−=  

Замечание. К однородным уравнениям приводятся дифференци-
альные уравнения вида 



                                          .
222

111

cybxa
cybxay

++
++

=′                                

Некоторые из коэффициентов в правой части (но не одновремен-
но 1c  и 2c ) могут быть равны нулю. 
         Следует различать два случая:  

1). Если определитель   0
22

11 ≠=
ba
ba

δ , то приведение к од-

нородному уравнению осуществляется заменой функции )(xy  
функцией  )(uν  по формулам  ,α+= ux  β+= vy , где постоян-
ные a  и β  определяются из системы уравнений: 





=++
=++

.0
,0

222

111

cba
cba

βα
βα

 

Заметим, что эту систему уравнений можно записать непо-

средственно по виду правой части уравнения 
222

111

cybxa
cybxay

++
++

=′ , 

если заменить в ней x на α , y на β  и приравнять числитель и 
знаменатель дроби нулю. 

Учитывая, что ,dxdu =  ,dydv =  следовательно, 
du
dv

dx
dy

= , 

получим однородное уравнение относительно функции :)(uv  

.
)()(
)()(

22

11

22222

11111

222

111

vbua
vbua

cbavbua
cbavbua

cvbua
cvbua

du
dv

+
+

=
++++
++++

=
++++
++++

=
βα
βα

βα
βα

Полагая далее   

,
u
vt =  

приводим последнее уравнение к уравнению с разделяющимися 
переменными.  

2) Если определитель  0
22

11 ==
ba
ba

δ , то уравнение сразу 

приводится к уравнению с разделëнными переменными заменой  
.11 ybxau +=  

     Пример. Решить уравнение   .
1

2
+
++

=′
x

yxy  



    В этом уравнении    ,111 == ba    ,21 =c    ,12 =a    ,02 =b   12 =c .    

Поэтому  0
01
11

≠=δ .  Полагая  ,α+= ux   ,β+= vy  находим  

α   и  β   из системы уравнений:                                    





=+
=++

.01
,02

α
βα

 

Следовательно,  ,1−=α   ,1−=β   и формулы перехода от старых 
переменных к новым и обратно примут вид: 

,1
,1

+=
−=

xu
ux

     
.1
,1

+=
−=

yv
vy

 

В результате уравнение приводится к однородному   

.1
11

211
u
v

u
vu

u
vu

du
dv

+=
+

=
+−

+−+−
=  

Полагая далее ,,/ tuvuvt =⇒=   ,tutv +′=′   приходим к 
уравнению с разделяющимися переменными относительно функ-
ции t: 

,1 ttut +=+′      ,1=u
du
dt      ,

u
dutd =      .lnlnln CuCut =+=  

     Возвращаясь к старой переменной, получим 

,lnCu
u
v
=    ),1(ln

1
1

+=
+
+ xC

x
y  

.1)1(ln)1( −++= xCxy  

     Пример. Решить уравнение   .
342

12
++
++

=′
yx
yxy  

Для данного уравнения .0
42
21

==δ  Поэтому полагаем 

,2yxu +=  тогда  ,21 yu ′+=′   ⇒   .
2

1−′
=′

uy   Исходное уравнение 

примет вид  ,
32

1
2

1
+
+

=
−′

u
uu    ⇒     .

32
54

+
+

=
u
u

dx
du   Разделяя перемен-

ные, получим .
54
32 dxdu

u
u

=
+
+  Интегрирование этого уравнения да-



ет  ( )[ ] .54ln54
8
1 Cxuu +=+++  Возвращаясь к старой перемен-

ной, находим общий интеграл исходного уравнения в виде 

( ) .584ln48 Cyxxy =+++−  

1.3.3.  Л и н е й н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е   
у р а в н е н и я 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка 
называется уравнение вида 
                                          ),()( xQyxPy =+′                                (1.10) 

содержащее искомую функцию и еë производную в первой сте-
пени. Функции P(x) и Q(x) предполагаются непрерывными. 
          Если правая часть уравнения ,0)( =xQ  то уравнение (1.10) 
называется линейным однородным уравнением, в противном 
случае - линейным неоднородным.  

Рассмотрим интегрирование этого уравнения методом ва-
риации  произвольной постоянной (методом Лагранжа2). В соот-
ветствии с этим методом сначала ищется  решение соответст-
вующего линейного однородного уравнения: 0)( =+′ yxPy .  Раз-
деляя в нëм переменные, получим его общее решение в виде 

,)( yxP
dx
dy

−=    ,)( dxxP
y

dy
−=   ∫ +−= ,ln)(ln CdxxPy  

                                                 ∫=
− dxxP

eCy
)( .                               (1.11) 

Далее ищется общее решение исходного уравнения с нену-
левой правой частью в той же форме по структуре, что и полу-
чившееся общее решение однородного уравнения (1.11), но про-
извольная постоянная C  в (1.11) заменяется неизвестной функ-
цией )(xC  или )(xv : 

                                                ∫=
− dxxP

exvy
)(

)( .                           (1.12) 

Тогда  ).()()(
)()(

xPexvexvy
dxxPdxxP ∫−∫′=′

−−
  Подставляя y  и y′   

2 Л а г р а н ж Жозеф Луи (25.01.1736 – 10.04.1813) – француз- 
   ский математик и механик. 

                                                           



в уравнение (1.10), получим 

),()()()()()(
)()()(

xQexvxPxPexvexv
dxxPdxxPdxxP
=∫+∫−∫′

−−−
 

из которого после упрощения следует дифференциальное урав-
нение с разделяющимися переменными относительно функции 
v(x): 

  ).()(
)(

xQexv
dxxP
=∫′

−
 

Интегрируя его, находим неизвестную (варьируемую) функцию 

                            ∫ +∫= .)()(
)(

CdxexQxv
dxxP

 
В результате, после подстановки )(xv  в (1.12) общее реше-

ние линейного дифференциального уравнения первого порядка 
(1.10) может быть представлено в виде 

                               .)(
)()(





 +∫∫= ∫

−
CdxexQey

dxxPdxxP
                 (1.13)  

         Пример. Решить задачу Коши для уравнения xyy =−′ 4   
при начальном условии  y(0)=1.  

   Решение. Находим  сначала  общее  решение  линейного  
однородного уравнения 04 =−′ yy . Оно имеет вид 

.44)( xdxdxxP
eCeCeCy =∫=∫=

−−−  

Заменяем произвольную постоянную C в этом  решении неиз-
вестной функцией v(x): 

.)( 4xexvy =  
Вычисляем производную  xx exvexvy 44 )(4)( +′=′ .   Подставляя y  
и  y′  в исходное уравнение, получим   

,)(4)(4)( 444 xexvexvexv xxx =−+′   ⇒   ,)( 4 xexv x =′  

,)( 4xexxv −=′   .
4
1

4
1)( 44 CxeCdxexxv xx +






 +−=+= −−∫  

Общее решение уравнения примет вид 

   .
4

4/1
4
1

4
1)( 4444 +

−=



 +






 +−== − xCeeCxeexy xxxxν  

Находим произвольную постоянную C из начального усло-
вия:  



 при  0=x                     ,1
16
1
=−C    ⇒     .

16
17

=C      

Следовательно, решение задачи Коши будет 

[ ])14(17
16
1 4 +−= xey x . 

Решение линейного дифференциального уравнения (1.10)  
может быть также получено, если  искомую  функцию предста-
вить в виде произведения двух произвольных функций (метод 
Бернулли3): 
                                              )()( xvxuy = .                                  (1.14) 
Тогда                  
                                               .uvvuy ′+′=′                                    (1.15) 
Подставляя (1.14) и (1.15) в (1.10), получим 
                                     [ ] ).()( xQuvvuxPu =′++′                        (1.16) 

Функцию )(xu  подбираем так, чтобы она была одним из ре-
шений уравнения 

0)( =+′ uxPu . 
После разделения переменных  получим 

                                                .
)(∫=

− dxxP
eu                                    (1.17) 

Тогда уравнение (1.16) примет вид 

)(
)(

xQev
dxxP
=∫′

− . 

Следовательно, 

.)(
)(

dxexQdv
dxxP∫=  

Интегрируя это уравнение с разделëнными переменными, 
находим функцию v: 

                                           CdxexQv
dxxP

+∫= ∫
)(

)( .                     (1.18) 

Подставляя (1.17) и (1.18) в (1.14), получим общее решение 
уравнения (1.10) в виде (1.13). 

3 Б е р н у л л и  Якоб I (27.12.1654 – 16.08.1705) – швейцарский  
  математик и механик. 

                                                           



Замечание. К линейным дифференциальным уравнениям 

приводятся уравнения вида  )()()()( xQyfxP
dx
dyyf =+′   заменой 

))(( xyfz = .  
В частности, уравнение Бернулли4 ,)()( nyxQyxPy =+′  где 
1;0≠n , приводится к линейному подстановкой .1 nyz −=  

Тогда по правилу дифференцирования сложной функции полу-
чим 

yyn
dx
dz n ′−= −)1( ,   следовательно,   .

1
1

dx
dz

n
yy n

−
=′−  

В результате уравнение становится линейным относительно  
функции z: 

                                        )()(
1

1 xQzxPz
n

=+′
−

                           

и может быть решено методом вариации произвольной постоян-
ной или методом Бернулли. 

          Пример. Решить уравнение  .ln 2y
x
x

x
yy =+′  

Умножим обе части уравнения на  :2−y       .ln1
2

x
x

x
yyy =+′
−

−  

Положим  ,1−= yz  ⇒  ,2 yyz ′−=′ −   и  уравнение преобразуется в 
линейное: 

                                             .ln
x
x

x
zz −=−′                                    

Находим сначала решение соответствующего линейного од-
нородного уравнения 

0=−′
x
zz : ,

x
z

dx
dz

=  ,lnlnln Cxz +=   .Cxz =  

Решение неоднородного линейного уравнения относительно 
z отыскиваем в виде ,)( xxvz =   тогда   ).()( xvxxvz +′=′   

4  Это уравнение получено Я.Бернулли в 1695 г. и решено Иоганн- 
  ном Бернулли (27.07.1667 – 01.01.1748) в 1697 г. 
 

                                                           



,ln)()()(
x
x

x
xxvxvx

dx
xdv

−=
⋅

−+   ,ln)(
x
xx

dx
xdv

−=                 

.ln)( 2 Cdx
x

xxdv +−=∫ ∫  

После интегрирования получим 

,1ln)( C
xx

xxv ++=       ,1ln)( xC
xx

xxxvz 





 ++==  

поэтому общее решение исходного уравнения будет иметь вид 

.
1ln
1

Cxx
y

++
=  

   1.3.4.  У р а в н е н и я  в  п о л н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л а х 
     Уравнение вида 
                                     0),(),( =+ dyyxNdxyxM                       (1.19) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если коэффи-
циенты ),( yxM  и ),( yxN  представляют собой непрерывные и 
дифференцируемые функции, удовлетворяющие условию 

                                                  .
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂                                     (1.20)  

Условие (1.20) есть необходимое и достаточное условие то-
го, что левая часть уравнения (1.19) представляет собой полный 
дифференциал некоторой функции двух независимых перемен-
ных ).,( yxdu Поэтому уравнение (1.19) может быть представлено 
в компактной форме                           

0),( =yxdu . 
Следовательно, его общий интеграл, а значит, и общий  ин-

теграл уравнения (1.19) имеет вид 
.),( Cyxu =  

Как известно, полный дифференциал функции двух переменных 
равен  

                                        .),( dy
y
udx

x
uyxdu

∂
∂

+
∂
∂

=                         (1.21) 

С учетом (1.20) и (1.21) уравнение  (1.19) может  быть  пред-
ставлено в виде 



,0),(),(),( =
∂
∂

+
∂
∂

==+ dy
y
udx

x
uyxdudyyxNdxyxM  

откуда следует, что  

                                   ),,( yxM
x
u
=

∂
∂      ).,( yxN

y
u
=

∂
∂                   (1.22) 

         Интегрируя, например, первое из выражений (1.22), полу-
чим 

                                          ),(),( ydxyxMu ϕ+= ∫                        (1.23) 

где )(yϕ - произвольная функция интегрирования (в частности, 
она может быть константой). Заметим, что при вычислении инте-
грала в (1.23) функция y рассматривается как постоянная. Функ-
ция )(yϕ  определяется из решения дифференциального уравне-
ния, получающегося из соотношения (1.23) и второго условия 
(1.22). 

Пример. Решить уравнение 
                              .0)46()63( 3222 =+++ dyyyxdxxyx             (1.24) 
         Решение.  Здесь ,63),( 22 xyxyxM +=  32 46),( yyxyxN +=  и       

        .12xy
x
N

y
M

=
∂
∂

=
∂
∂  

Поэтому уравнение (1.24) является уравнением в полных 
дифференциалах. Следовательно, 

,63),( 22 xyxyxM
x
u

+==
∂
∂    ,46),( 32 yyxyxN

y
u

+==
∂
∂  

).(3)()63()(),( 22322 yyxxydxxyxydxyxMu ϕϕϕ ++=++=+= ∫ ∫  
Дифференцируя последнее равенство по y и приравнивая значе-

нию N, получим ,46)(6 322 yyxyyx
y
u

+=′+=
∂
∂ ϕ 34)( yy =′⇒ϕ  

Интегрируя полученное дифференциальное уравнение, находим    
.)( 1

4 Cyy +=ϕ  
Таким образом,  21

4223223 3)(3 CCyyxxyyxxu =+++=++= ϕ  
и при 12 CCC −=  общий интеграл исходного уравнения запишет-
ся в виде                          .3 4223 Cyyxx =++  



2. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ  ВЫСШИХ  ПОРЯДКОВ 

 
Обыкновенное дифференциальное уравнение n – го порядка, 

как уже отмечалось, в общем случае записывается в виде 
( ) .0,...,,,, )( =′′′ nyyyyxF  

В дальнейшем ограничимся рассмотрением наиболее рас-
пространëнных уравнений n – го порядка, разрешëнных относи-
тельно старшей производной. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение n-го порядка, 
разрешëнное относительно старшей производной, имеет вид 
                                     ).,,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy                       (2.1) 

Как известно, для получения единственного решения диф-
ференциального уравнения первого порядка ),( yxfy =′  доста-
точно задать начальное значение функции .)( 00 yxy =  Для урав-
нений n-го порядка этого уже недостаточно. Убедимся в этом на 
простейшем примере уравнения второго порядка .0=′′y  Его ре-
шение 21 CxCy +=  ( 1C  и 2C - произвольные постоянные) пред-
ставляет собой семейство прямых линий, зависящее от двух па-
раметров 1C  и 2C . Зафиксируем один из них, например, 1C  и  бу-
дем менять 2C : )(

2
)2(

2
)1(

2 ,...,, nCCC . Тогда получим семейство парал-
лельных прямых, наклонëнных к оси x  под углом, характеризуе-
мым угловым коэффициентом  1C  (рис. I.4).  

 
Рис. I.4 



Изменим теперь 1C  и вновь будем менять 2C  (рис.I.4). По-
лучим, очевидно, семейство параллельных прямых, наклонëнных 
к оси x  под другим углом, характеризуемым угловым коэффици-
ентом ∗

1C . Продолжая эту процедуру, убеждаемся в том, что через 
одну и ту же начальную точку ),( 00 yx  будет проходить множест-
во прямых (а в общем случае уравнения второго порядка 

),,( yyxfy ′=′′  множество интегральных кривых), наклонëнных к 
оси x под различными углами. Поэтому для получения единст-
венного решения уравнения второго порядка ),,( yyxfy ′=′′  не-
обходимо задать не только начальное значение функции, но и на-
чальное значение еë первой производной, характеризующей угол 
наклона касательной к интегральной кривой, проходящей через 
начальную точку 

.)(
,)(

00

00

yxy
yxy
′=′

=
 

  Введëм теперь понятие общего решения дифференциаль-
ного уравнения n-го порядка: 

общим решением уравнения n-го порядка называется непре-
рывно дифференцируемая n раз функция ),,,,,( 21 nCCCxy   удов-
летворяющая уравнению и содержащая n произвольных  посто-
янных ,,,, 21 nCCC   подходящим выбором которых можно полу-
чить любое решение. 

Решение, получаемое из общего при конкретных значениях 
произвольных постоянных ,,,, 21 nCCC   называется частным 
решением. 

Конкретные значения произвольных постоянных могут быть 
найдены из n начальных или граничных условий, задаваемых, ис-
ходя из физических особенностей задачи. Соответственно этому 
различают начальную задачу (задачу Коши) или краевую (гра-
ничную) задачу. 

Задача интегрирования дифференциального уравнения n-го  
порядка называется начальной задачей или задачей Коши, если 
значения искомой функции и её производных до (n-1)-го порядка 
включительно  задаются при одном и том же начальном значе-
нии независимой переменной (при 0xx = ): 



                                                  ,)( 00 yxy =  
                                                  ,)( 00 yxy ′=′  
                                                  ,)( 00 yxy ′′=′′  
                                                  ………………… 

               .)( )1(
00

)1( −− = nn yxy  

Задача интегрирования дифференциального уравнения n-го 
порядка называется краевой (или граничной) задачей, если значе-
ния искомой функции (а возможно её производных) задаются не 
в одной, а в двух точках, а именно на концах фиксированного ин-
тервала изменения независимой переменной  x. 

Например, для уравнения второго порядка ),,( yyxfy ′=′′   
при lx ≤≤0  граничные условия могут иметь различный вид: 

=)0(y 0)( =ly   или ,0)0( =y  0)( =′ ly   и т.п.   
Для задачи Коши справедлива теорема существования и 

единственности решения: 
Если в уравнении ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy  , разрешенном 

относительно старшей производной, правая часть ,,,,( yyyxf ′′′  

), )1( −ny  и еë частные производные )1(,...,,, −∂
∂

′′∂
∂

′∂
∂

∂
∂

ny
f

y
f

y
f

y
f  непре-

рывны в некоторой области, содержащей значения ,, 00 yyxx ==  
=′=′ − )1(

0 ,..., nyyy  ,)1(
0
−ny  то существует и притом единственное ре-

шение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 
,)( 00 yxy =  ,)( 00 yxy ′=′   ,)( 00 yxy ′′=′′ …,  )1(

00
)1( )( −− = nn yxy . 

В отличие от задачи  Коши,  решение  которой  существует  
и единственно, краевая задача может не иметь решения или ре-
шение может быть не единственным. 

 
2.1. Интегрирование дифференциальных уравнений  

n – го порядка  методом понижения порядка 

Если правая часть уравнения (2.1) является известной не-
прерывной функцией )(xf  только одной переменной x или не со-
держит искомую функцию y: ),,,,,( )1( −′′′ nyyyxf   или не содержит 
явно независимую переменную x: ),,,,,( )1( −′′′ nyyyyf   то для ре-



шения уравнения (2.1) может быть применëн метод понижения 
порядка. 

Ограничимся здесь первыми двумя случаями. 

          1.                               )()()( xfxy n = .                                    (2.2) 

Это простейшее уравнение n -го порядка, общее решение 
которого получается в квадратурах последовательным интегри-
рованием  n  раз. При каждом интегрировании порядок уравнения 
понижается на единицу, и появляется произвольная  постоянная: 

                              ∫ +=− ,)( 1
)1( Cdxxfy n  

∫ ∫ ++=− ,)( 21
)2( CxCdxxfdxy n  

         …………………………………………. 
  В результате общее решение уравнения будет иметь вид 

               nn
nn CxCxCxCdxxfy +++++= −
−−∫ ∫ ∫ 1

2
2

1
1)(  ,    (2.3) 

где в правой части - n-кратный интеграл от функции )(xf  и мно-
гочлен (n-1)-ой степени от x, коэффициентами которого являются 
n  произвольных постоянных. 

Если  для уравнения (2.2) решается задача Коши с началь-
ными условиями  ,)( 00 yxy =   ,)( 00 yxy ′=′ …,  ,)( )1(

00
)1( −− = nn yxy  то 

частное решение уравнения может быть записано в виде 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ++−
−

+−
−

+= −
−

−
−

∫∫∫ ...
!2!1

)(.... 2
0

)2(
01

0

)1(
0

000

n
n

n
x

x

nx

x

x

x

xx
n
yxx

n
ydxxfdxdxy  

      ( ) .000 yxxy +−′+  
Пример. Решить краевую задачу  









−=′′

22
1 2

00 xqxlq
EI

y ,   0)()0( == lyy . 

Заметим, что к этой задаче сводится в сопротивлении мате-
риалов определение прогибов шарнирно опëртого стержня при 
действии на него равномерно распределëнной поперечной на-
грузки интенсивности constqxq == 0)( .  

Решение. Уравнение относится к типу уравнений (2.2). Ин-
тегрируя его дважды, получим общее решение в виде  



      .
1262 21

43
0









++−= CxCxlx

EI
qy  

Произвольные постоянные находим из граничных условий: 

.0,
12 2

3

1 =−= ClC  

Подставляя их в общее решение, получим 

                                  .2
24

434
0 








−






−






=

l
x

l
x

l
x

EI
lqy                        (2.4) 

Максимальный прогиб стержня при действии равномерно 
распределëнной нагрузки  при  2/lx =   будет равен 

.
384
5 4

0
max EI

lqy −=  

         2.                      ).,,,,( )1()( −′′′= nn yyyxfy                             (2.5) 

Уравнение (2.5)  не  содержит  искомой  функции  )(xy .  
Рассмотрим процедуру интегрирования уравнения данного типа 
на примере уравнения второго порядка      

                                        ).,( yxfy ′=′′                                   (2.6) 

Понижение порядка  достигается подстановкой 
                                                   ).()( xzxy =′                                   (2.7)       

Тогда  
                                                  )()( xzxy ′=′′ ,                                 (2.8) 
и уравнение (2.6) приводится к уравнению первого  порядка  от-
носительно функции   z(x):    
                                                  ),()( zxfxz =′ .                               (2.9) 

Интегрируя уравнение (2.9), находим его общий интеграл в 
виде  
                                                  ),,()( 1Cxxz ϕ=                            (2.10) 

где 1С  - произвольная постоянная. Далее в (2.10) заменяем левую 
часть согласно (2.7). и вновь получаем уравнение первого поряд-
ка относительно искомой функции  y: 



                                                 ),,()( 1Cxxy ϕ=′                            (2.11) 

Интегрируя уравнение (2.11), находим общее решение ис-
ходного уравнения (2.6) в виде 
                                               ),,()( 21 CCxxy ξ= .                         (2.12)  

          Замечание. Если уравнение (2.6) не содержит ни искомой 
функции  y,  ни её производных  до  ( k-1) - го порядка включи-
тельно, то есть  имеет вид 

),,,,,( )1()1()()( −+= nkkn yyyxfy   

то его порядок может быть понижен сразу на  k  единиц подста-
новкой 

).()( xzy k =  
        Пример.   Решить уравнение  .123 =′′′+ yxyx VI  
        Решение.  Уравнение  не  содержит явно искомой функции 

)(xy  и её первых производных ,y′  y ′′  и относится ко второму из 
рассмотренных нами типов. Применяя подстановку 
                                                ),()( xzxy =′′′                                 (2.13) 

получаем линейное неоднородное уравнение  первого порядка 

                                                123 =+′ zxzx  
или 

                                                .11
3x

z
x

z =+′                                  (2.14) 

Интегрируем  его методом  вариации произвольной посто-
янной. Сначала решаем соответствующее однородное уравнение 

                                                 .01
=+′ z

x
z                                    (2.15) 

Разделяем в нëм переменные: 

.
x

dx
z

dz
−=  

После интегрирования получим 

.lnlnlnln 1
1 x

CCxz =+−=  

Следовательно, общее решение уравнения (2.15) будет                      



                                                    
x

Cz 1= .                                       (2.16) 

Далее ищем решение уравнения (2.14) в форме, аналогичной 
по структуре выражению (2.16),  но произвольную постоянную в 
(2.16) заменяем неизвестной функцией  :)(xv  

                                                     .)(
x
xvz =                                   (2.17)  

Подставляя (2.17) в (2.14), получим   

,1)()()(
322 xx

xv
x

xvxxv
=+

−′
 

откуда следует 2

1)(
xdx

xdv
=  и, после разделения переменных, 

.)( 2x
dxxdv =  

Интегрируя это уравнение, находим ./1)( 1Cxxv +−=  По-
этому согласно (2.17) имеем 

                                              .1 1
2 x

C
x

z +−=                                  (2.18)  

Заменяя в выражении (2.18) z по формуле (2.13), приходим к 
уравнению третьего порядка относительно искомой функции  
y(x): 

                                              .1 1
2 x

C
x

y +−=′′′                                (2.19) 

Уравнение (2.19)  содержит  в правой части известную 
функцию от x и относится к первому из рассмотренных нами ти-
пов (см. (2.2)). Интегрируя его последовательно три раза, оконча-
тельно получим общее решение исходного уравнения, содержа-
щее 4 произвольных постоянных:          

,ln1
21 CxC

x
y ++=′′  

,)1(lnln 321 CxCxxCxy ++−+=′  

.
22

3ln
2

)1(ln 43

2

2

2

1 CxCxCxxCxxy +++





 −+−=  



2.2. Линейные однородные дифференциальные 
уравнения n-го порядка.  Общие свойства решений 

Линейным дифференциальным уравнением  n - го порядка 
называется уравнение  

 ( ) ),()()()()( 1
)2(

2
)1(

1 xfyxayxayxayxay nn
nnn =+′++++ −
−−      (2.20) 

содержащее неизвестную функцию и все её производные до n-го 
порядка включительно в первой степени. Если все коэффициенты 
уравнения постоянны: constai = ),...,2,1( ni = , то оно называется 
линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэф-
фициентами. Если хотя бы один из коэффициентов ia  является 
функцией от x, то уравнение (2.41) будет уравнением с перемен-
ными коэффициентами. 

Если правая часть уравнения 0)( ≡xf , то уравнение (2.20) 
принимает вид 

( ) ,01
)2(

2
)1(

1 =+′++++ −
−− yayayayay nn

nnn   

и называется линейным однородным дифференциальным уравне-
нием,  в противном случае – линейным неоднородным. 

Левая часть уравнения (2.20) называется линейным диффе-
ренциальным оператором  и обозначается через 

                .)( 1
)2(

2
)1(

1
)( yayayayayyL nn

nnn
n +′++++= −

−−          (2.21) 

С учетом обозначения (2.21) линейное однородное диффе-
ренциальное уравнение n - го порядка может быть записано в 
компактной форме: 
                                                  0)( =yLn .                                    (2.22) 

Свойства оператора )(yLn . 

1. ),()( yCLCyL nn =  где  C – некоторое число. Это свойство назы-
вают свойством однородности оператора. 

2. )()()( 2121 yLyLyyL nnn +=+  - это свойство называют свойством 
аддитивности оператора. 

3. ∑∑
==

=
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)( , то есть оператор, взятый от линей-

ной комбинации функций, равен линейной комбинации опера-



торов, взятых от этих функций (напомним, что линейной ком-
бинацией функций называется сумма произведений функций 
на различные постоянные числа, то есть выражение вида 

).2211 nn yCyCyС +++   
Используя свойства оператора )(yLn , легко показать, что 

справедливы следующие свойства решений линейного однород-
ного дифференциального уравнения: 
1. Если функция )(xy  является решением линейного однородно-

го дифференциального уравнения 0)( =yLn , то функция 
)(xCy , где C – произвольная постоянная, также является ре-

шением этого уравнения.  
2. Если функции )(1 xy  и )(2 xy  являются решениями линейного 

однородного дифференциального уравнения 0)( =yLn , то сум-
ма функций )()( 21 xyxy +  также является решением этого 
уравнения.  

3. Если )(,),(),( 21 xyxyxy m - какие либо частные решения урав-
нения 0)( =yLn , то любая их линейная комбинация с произ-

вольными коэффициентами ∑
=

m

i
ii yC

1

 также будет решением 

этого уравнения. 
Действительно, на основании свойств однородности и адди-

тивности линейного дифференциального оператора можно запи-
сать: 
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Так как функции )(,),(),( 21 xyxyxy m  являются частными 
решениями уравнения 0)( =yLn , то все слагаемые в правой части 

последнего равенства равны нулю, поэтому .0
1

=
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iin yCL  Сле-

довательно, ∑
=

m

i
ii yC

1

 также является решением уравнения. 



Последнее свойство называется принципом суперпозиции 
(наложения) решений линейных однородных дифференциальных 
уравнений n - го порядка.  

Заметим также, что линейное однородное дифференциаль-
ное уравнение 0)( =yLn  всегда имеет тривиальное решение .0≡y  

В теории линейных дифференциальных уравнений важную 
роль играют понятия линейной независимости и линейной зави-
симости функций. 

Пусть имеется система функций ),(,),(),( 21 xyxyxy n  
определëнных на некотором интервале ),( ba , и пусть ,1C  

nCC ,,2   - различные действительные числа. 
Система функций называется линейно независимой, если 

линейная комбинация этих функций 02211 =+++ nn yCyCyС   
тогда и только тогда, когда все коэффициенты линейной комби-
нации  .0...21 ==== nCCC  В противном случае система функ-
ций линейно зависима. 

Если система функций линейно зависима, то по крайней ме-
ре одна из них является линейной комбинацией других. Если, на-
пример, ,01 ≠C  то из условия 02211 =+++ nn yCyCyС   следует 
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В частности, если система двух функций линейно зависима 
на ),,( ba  то они пропорциональны друг другу (то есть их отно-
шение есть величина постоянная).  

Действительно, из равенства 02211 =+ yCyC  следует, что 

,11
2

1
2 kyy

C
Cy =−=  где  constk =  - коэффициент пропорционально-

сти. 
Критерием, позволяющим судить о том, будет ли система 

функций линейно зависимой или линейно независимой, является 
величина  определителя Вронского5. 

Определителем Вронского или вронскианом называется 
функциональный определитель вида: 

5 В р о н с к и й  Ю. Гене (1776 – 1853) – польский математик. 
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       Cправедлива следующая теорема: Если функции ),(1 xy ),(2 xy  

..., )(xyn  линейно зависимы на интервале ),( ba  и имеют непре-
рывные производные до )1( −n - го порядка, то определитель 
Вронского 0≡W   на  ),( ba . 
Действительно, по определению линейно зависимой системы 

функций  0...
1

2211 =+++=∑
=

nn

n

i
ii yCyCyCyC  при том, что не все 

iC  равны нулю. Дифференцируя это тождество 1−n   раз, полу-
чим совместно с последним равенством систему n  соотношений 
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которую можно рассматривать как систему линейных однород-
ных алгебраических уравнений относительно  ,1C  nCC ,,2  , 
имеющую ненулевое решение. Но, как известно, определитель 
такой системы 
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должен быть равен нулю, то есть 0≡W   на  ),( ba . 
Следствие из этой теоремы: Если определитель Вронского 
0≠W  хотя бы в одной точке  ),,( bax∈  то  система функций   



),...,(1 xy )(xyn  линейно независима на  ).,( ba  
В частности, если ,1y nyy ,,2  - частные линейно независи-

мые решения линейного однородного дифференциального урав-
нения 0)( =yLn , то определитель Вронского  для них 0≠W .  

Рассмотрим важные для дальнейшего примеры линейно не-
зависимых функций. 

1. Система экспоненциальных функций  xkxkxk neee ,...,, 21  с раз-
личными показателями степени ik  - различные числа). 

Для неë определитель Вронского 
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Множитель ( ) 0...21 ≠+++ xkkk ne , а числовой определитель в (2.24) 
является определителем Вандермонда6 [15]. Этот определитель 
равен произведению разностей: ∏

≤<≤

−
nji

ji kk
1

)(  и при различных ik  

,2,1( =i   )...,n  отличен от нуля. Поэтому система экспонент с раз-
личными показателями степени линейно независима. 

2. Система степенных функций  mxxx ,...,,,1 2 . 
Для неë определитель Вронского (2.23) 
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Следовательно, система степенных функций также линейно 
независима. 

6  В а н д е р м о н д АлександрТеофиль (28.02.1735 –01.01.1796) –  
   французский математик. 

                                                           



3. Система функций  kxmkxkxkx exexxee ,...,,, 2 . 
         Составляя их линейную комбинацию, получим 

( )....... 2
321

2
321

m
m

kxkxm
m

kxkxkx xCxСxССeexСexСxeСeС ++++=++++
Так как  0≠kxe , а степенные функции линейно независимы, то и 
данная система функций линейно независима на любом интерва-
ле ).,( ba  

Рассмотренные свойства решений и теоремы позволяют 
сформулировать основную теорему о структуре  общего  решения  
линейного  однородного дифференциального уравнения n-го по-
рядка): 

Общее решение линейного однородного дифференциального  
уравнения n –го порядка 0)( =yLn  представляется в виде линей-
ной комбинации n линейно независимых частных решений этого 
уравнения: 

                          .2211
1

nnk

n

k
k yCyCyCyCy +++== ∑

=

                (2.25) 

Здесь ,1C nCC ,,2   - произвольные постоянные,  ,1y nyy ,,2  - 
частные линейно независимые решения  уравнения 0)( =yLn . 

Действительно, по свойству 3 решений линейных однород-
ных уравнений функция )(xy , определенная формулой (2.25), яв-
ляется решением дифференциального уравнения 0)( =yLn . Это 
решение будет общим (то есть содержащим все решения уравне-
ния), если всегда можно подобрать произвольные постоянные ,1C  

nCC ,,2   так, чтобы удовлетворялись произвольно заданные 
начальные условия  ,)( 00 yxy =  ,)( 00 yxy ′=′ ..., .)( )1(

00
)1( −− = nn yxy  

Для этого система уравнений 
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должна  иметь решение  ,1C  nCC ,,2   при произвольных правых 



частях  )1(
000 ,...,, −′ nyyy  и при произвольном ).,(0 bax ∈  Но опреде-

литель этой системы линейных относительно ,1C  nCC ,,2   ал-
гебраических уравнений  
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есть определитель Вронского линейно независимой системы ре-
шений однородного уравнения, и, следовательно, отличен от ну-
ля при любом ),(0 bax ∈  и при любых правых частях. Поэтому 
система однозначно разрешима относительно постоянных ,1C  

nCC ,,2   при любом ),(0 bax ∈  и при любых правых частях. А 
это означает, что решение (2.25) является общим. 
          Приведенная теорема указывает путь построения общего 
решения любого линейного однородного дифференциального 
уравнения n - го порядка. Для этого необходимо найти именно n  
частных решений (соответственно порядку уравнения), убедиться 
в том, что они линейно независимы и составить линейную ком-
бинацию таких решений.  

Совокупность n линейно независимых частных решений ли-
нейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка 
называется фундаментальной системой решений этого уравне-
ния. 

Поэтому теорема о структуре общего решения  линейного  
однородного дифференциального уравнения n-го порядка может 
быть переформулирована так: общее решение линейного  одно-
родного  дифференциального  уравнения  n –го порядка  0)( =yLn  
представляется в виде линейной комбинации фундаментальной 
системы решений этого уравнения.   

2.3. Построение фундаментальной системы решений  
для линейных однородных дифференциальных уравнений  

n-го порядка  с постоянными коэффициентами 
        Для построения  фундаментальной  системы  решений урав-
нения 0)( =yLn  с постоянными коэффициентами его частные ре- 



шения ищутся (следуя Л.Эйлеру) в виде показательных функций    

                                                      ,xkey =                                     (2.26) 
где k – неизвестные постоянные числа.  

Заметим, что в предельном случае линейного однородного 
уравнения первого порядка 0=+′ ayy  его частное решение будет  
выражаться именно экспонентой  axey −= , следовательно ak −= .   
В общем случае уравнения n – го порядка подстановка (2.26) в 
дифференциальное уравнение (2.22) приводит к алгебраическому  
уравнению вида 
                       01

2
2

1
1 =+++++ −

−−
nn

nnn akakakak  .             (2.27) 
Алгебраическое уравнение (2.27) той же степени, что и по-

рядок дифференциального уравнения (2.22), с теми же коэффи-
циентами на соответствующих местах называется характери-
стическим уравнением.  
         Заметим, что характеристическое уравнение (2.27) получа-
ется из дифференциального уравнения (2.22) формальной заме-
ной  i – ой производной )(iy  числом ik  ),...,2,1( ni = , а сама иско-
мая функция y  при этом заменяется единицей. 
         В соответствии с основной теоремой алгебры характеристи-
ческое уравнение (2.27) имеет n корней (с  учетом их кратности).  
         При этом могут встретиться различные случаи:  

1)  корни характеристического уравнения nkkk ,...,, 21  дейст-
вительные и различные числа. Тогда в соответствии с (2.26) част-
ные решения уравнения будут экспоненциальными функциями  

xkxkxk neee ,...,, 21 . Как было показано, они линейно независимы и, 
следовательно, образуют фундаментальную систему решений.   

2) Среди корней характеристического уравнения могут быть 
комплексные корни βαβα ikik −=+= 21 ,  (i  - мнимая единица, 
определяемая равенством )12 −=i . 

Так как коэффициенты дифференциального и соответствен-
но характеристического уравнения предполагаются нами дейст-
вительными числами, комплексные корни должны быть попарно 
сопряженными. 

При непосредственной подстановке корней в (2.26) соответ-
ствующие частные решения ( ) ,1

1
xixk eey βα+==  == xkey 1

2
( )xie βα+  



оказываются комплексными функциями действительного аргу-
мента .x  Чтобы получить решения в действительной форме, рас-

сматривают их линейные комбинации: 
2

21
1

yyY +
=   и .

2
21

2 i
yyY −

=      

В соответствии с принципом суперпозиции решений они 
также являются решениями линейного однородного дифферен-
циального уравнения. Применяя известные формулы Эйлера, свя-
зывающие показательные функции комплексного аргумента с 
тригонометрическими функциями:  

,sincos xixe xi βββ +=     ,sincos xixe xi βββ −=−
 

получим 
( ) ( )

=
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=
+

=
−−+

221

xixxixxixi eeeeeeY
βαβαβαβα

 

              ( ) .cos
2

sincossincos xexixxixe x
x

βββββ β
α

=
−++

=     (2.28) 

Аналогично находим 
                                              .sin2 xeY x βα=                                   (2.29) 

Решения (2.28) и (2.29) линейно независимы, так как их от-
ношение constxtgYY ≠= β21 / , и не содержат мнимых величин. 

В частности, если корни характеристического уравнения 
чисто мнимые:  ββ ikik −== 21 ,   ( )0=α , то частные линейно 
независимые решения уравнения, как следует из (2.28), (2.29), 
будут выражаться через тригонометрические функции   

.sin,cos 21 xyxy ββ ==  
3) Среди корней характеристического уравнения могут быть 

равные между собой (кратные) корни – действительные или ком-
плексные.  

3а). Пусть kkkk m ==== ...21 -действительный корень крат-
ности .m  

Тогда частные линейно независимые решения дифференци-
ального уравнения следует принимать в виде: 

kxm
m

kxkxkx exyexyxeyey 12
321 ,...,,, −==== . 

Действительно, пусть дано (для простоты) линейное одно-
родное дифференциальное уравнение второго порядка  



                                    021 =+′+′′ yayay ,                            (2.30) 

коэффициенты которого 21, aa  - действительные числа и пусть 
корни характеристического уравнения 021

2 =++ akak  действи-
тельные и равные числа: kkk == 21   ( 2=m  - кратность корня). 

Первое частное решение, соответствующее корню ,1k  будет 
иметь вид  .1

1
kxxk eey ==  Второе частное решение, линейно неза-

висимое с первым, будем искать в виде  ),(2 xey kxϕ=   где  )(xϕ  - 
неизвестная функция. Так как 
      ),()(2 xexkey kxkx ϕϕ ′+=′   ),()(2)(2

2 xexkexeky kxkxkx ϕϕϕ ′′+′+=′′  
то уравнение (2.30) примет вид 

0)()]()([)()(2)( 21
2 =++′++′+′′ xeaxkexeaxekxkexe kxkxkxkxkxkx ϕϕϕϕϕϕ

или 

        ( ) ( ) .0)]()(2)([ 21
2

1 =+++′++′′ xakakxakxekx ϕϕϕ  
Так как k - кратный корень характеристического уравнения, 

то 021
2 =++ akak   и  02 1 =+ ak   (корни квадратного уравнения 

равны, если дискриминант ,0=D  значит, ).2/12,1 ak −=  
Следовательно, ,0)( =′′ xϕ  а потому .)( BAxx +=ϕ  Принимая 

,0,1 == BA  получим  .)( xx =ϕ  Поэтому второе частное решение 
следует принимать в виде  .2

kxxey =  Оно будет линейно незави-
симым с первым, так как  

.
)(
)(

1

2 constx
xy
xy

≠=  

3б). Если характеристическое уравнение имеет комплексно 
сопряженные корни  ik βα ±=2,1  кратности  m , то комбинируя 
случаи 2) и 3а), можно получить соответствующие им линейно 
независимые частные решения в виде 

                      xey x βα cos1 = ,                    xey x βα sin2 =                 
                      .cos3 xxey x βα=                   xexy x βα sin4 =  
                      xexy x βα cos2

5 =                  ,sin2
6 xexy x βα=  

                      ………………………………………………. 

xexy xm
m βα cos1

12
−

− =           .sin1
2 xexy xm

m βα−=  



Таким образом, построение общего решения линейных од-
нородных дифференциальных уравнений n-го порядка с постоян-
ными коэффициентами  сводится к чисто алгебраической про-
блеме решения соответствующих характеристических уравне-
ний. 

Вид частных решений однородного линейного дифференци-
ального уравнения n –го порядка в зависимости от вида корней 
характеристического уравнения приведен в таблице 1. 

Построение решения однородных линейных дифференци-
альных уравнений является обязательным первым этапом реше-
ния более общих линейных неоднородных уравнений (2.20). По-
этому примеры построения фундаментальной системы решений 
для однородных уравнений приведены ниже. 

2.4. Решение линейных неоднородных 
дифференциальных уравнений n-го порядка  

с постоянными коэффициентами 

Пусть дано линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение  n - го порядка с  постоянными коэффициентами  (2.20) 

( ) )(1
)2(

2
)1(

1 xfyayayayay nn
nnn =+′++++ −
−−   

 или в компактной форме ).()( xfyLn =  
Справедлива  теорема  о структуре  общего  решения линей-

ного неоднородного  дифференциального уравнения n-го поряд-
ка:  

общее решение линейного неоднородного дифференциально-
го уравнения n – го порядка представляется в виде суммы 
                                                  ,0 ∗+= yyy                                  (2.31) 
где 0y  - общее  решение  соответствующего  линейного однород-
ного уравнения 0)( =yLn , ∗y -частное решение неоднородного 
уравнения ).()( xfyLn =   

Полезна также следующая теорема (принцип суперпозиции 
для линейных неоднородных уравнений):  
          Общее решение линейного неоднородного  дифференци-

ального уравнения   )()(
1

xfyL
m

k
kkn ∑

=

= α                        



                                                                                               Таблица 1 
Вид частных решений линейного однородного уравнения 

Ln(y)=0 в зависимости от вида корней  
характеристического уравнения 

 
             Вид корней Вид частных решений 
1       Корни ik  

    ),,2,1( ni =  
   действительны 
    и различны 

                           xkey 1
1 = , 

                           xkey 2
2 = , 

                            ……… 
                           .xk

n
ney =  

2a Комплексные 
корни 

     
ik
ik

βα
βα

−=
+=

2

1 ,
 

 

 
xey x βα cos= , 
.sin2 xey x βα=  

2б Мнимые корни 
     ik β=1 , 
     ik β−=2  

                           ,cos1 xy β=  
                           .sin2 xy β=  

3а Кратные 
действительные 

корни 

kk
kk

m ==
=== 21  

(m- кратность 
корня) 

                           ,1
kxey =  

                           ,2
kxxey =  

                           ,2
3

kxexy =  
                           ……………               
                           .1 kxm

m exy −=  
 

3б Кратные 
комплексные 

корни: 
ik βα +=1  

кратности m, 
ik βα −=2  

кратности m 

xey x βα cos1 = , 
.cos3 xxey x βα=  
xexy x βα cos2

5 = , 
………………………

…………………… 
xexy xm

m βα cos1
12

−
− =  

xey x βα sin2 = , 
xexy x βα sin4 = , 

,sin2
6 xexy x βα=  

………………………
……………… 

.sin1
2 xexy xm

m βα−=  

 
 



может быть представлено в виде   ,
1

0 ∑
=

∗+=
m

k
kk yyy α  

где 0y  - общее решение соответствующего однородного уравне-
ния 0)( =yLn ,  ,constk =α  а  *ky  - частные решения неоднород-
ных уравнений вида 

),()( xfyL kn =   ).,,2,1( mk =  
Из принципа суперпозиции следует, что решение исходного   

уравнения можно свести к решению нескольких более простых 
уравнений  ).()( xfyL kn =  С физической точки зрения это означа-
ет, что результат сложного внешнего воздействия на некоторую 

систему (объект), характеризуемого функцией  )()(
1

xfxf
m

k
kk∑

=

= α ,  

можно представить как суперпозицию результатов отдельных 
элементарных воздействий.  

Поэтому этот принцип является математической формули-
ровкой принципа независимости действия сил в механике. 

Частное  решение ∗y  неоднородного линейного дифферен-
циального уравнения n-го порядка (2.20) может быть  получено  
или  методом подбора (методом неопределëнных коэффициентов) 
или методом вариации произвольных постоянных. 

2.4.1. М е т о д  п о д б о р а  ч а с т н о г о  р е ш е н и я 
Этот метод называют ещё методом неопределëнных коэф-

фициентов. Он не является универсальным и применим,  если 
правая часть линейного неоднородного уравнения (2.20) с посто-
янными коэффициентами в общем случае имеет вид 

                        ,sin)(cos)()( xexQxexPxf xx ββ αα +=             (2.32) 

где P(x) и Q(x) - одночлены или многочлены (в общем  случае 
различных степеней от x). Пусть при этом  n - наивысшая степень 
одного из многочленов P(x) или Q(x). В частности, если 0=n , то 
многочлены P(x) и Q(x) являются просто постоянными числами. 

Алгоритм построения частного решения неоднородного ли-
нейного дифференциального уравнения (2.20) следующий: 
1. Находим корни характеристического уравнения (2.27). 



2. Сравниваем  заданную  правую  часть уравнения (2.20) с  об-
щим выражением  (2.32),  при котором применим метод подбо-
ра, и находим из  этого  сопоставления три числа: ,n  ,α  .β  

3. Сравниваем  "контрольное" число iβα +  (в общем случае ком-
плексное) с корнями характеристического уравнения и находим 
число m корней, совпавших с  числом iβα +  (если таких кор-
ней нет,  то )0=m . 

4. Принимаем частное решение неоднородного уравнения (2.20) в   
виде 

                      ],sin)(cos)([ xexTxexRxy x
n

x
n

m ββ αα +=∗          (2.33) 
    где ),(xRn  )(xTn - многочлены одной и той же n - ой степени, но  
    с  неопределёнными  и  различными  коэффициентами, причëм     
    полные, то есть содержащие все степени n. 
5. Записываем решение (2.33) в развернутой форме в зависимости 

от  n.  При этом: 
    если   ,0=n  то   ),sincos( xBexAexy axaxm ββ +=∗  
   если  ,1=n   то   =+=∗ ]sin)(cos)([ 11 xexTxexRxy axaxm ββ    

],sin)(cos)[( xeDCxxeBAxx axaxm ββ +++=  
  если  ,2=n  то   =+=∗ ]sin)(cos)([ 22 xexTxexRxy axaxm ββ      

]sin)(cos)[( 22 xeFExDxxeCBxAxx axaxm ββ +++++=     и т.д. 
6. Подставляем ∗y  в  исходное  уравнение  (2.20) и получаем  сис- 
    тему алгебраических уравнений относительно неопределëнных  
    коэффициентов  A, B, C, ..., решая которую, находим эти  коэф- 
    фициенты и подставляем их в (2.33).  

Замечания. 
1. Если правая часть линейного неоднородного уравнения 

(2.20) с постоянными коэффициентами имеет более простой вид, 
например, содержит произведение степенной функции на показа-
тельную 

ax
n exPxf )()( =  

(в частности, возможны  случаи 0=n  или (и) 0=α ), или содер-
жит только линейную комбинацию тригонометрических функций 
вида 

,sincos)( xNxMxf ββ +=  



где M и N - постоянные числа, то частные решения  неоднородно-
го уравнения проще искать в более простой форме, указанной в 
таблице 2 (в неё для полноты включен также общий случай). 
         2. Правая часть уравнения )()( xfyLn =  может  содержать 
только функцию вида xMxf βcos)( =  или функцию вида 

xNxf βsin)( = . Но частное решение методом подбора следует 
искать в полной форме, содержащей и xβcos  и xβsin  (см. таб-
лицу 2). 

Процедура подбора  неопределённых  коэффициентов пока-
зана ниже на примерах. 

Пример. Решить уравнение  .12 3 −=′−′′ xyy  
          Решение. 1). Решаем сначала соответствующее однородное 
уравнение 

02 =′−′′ yy . 
Составляем характеристическое уравнение, отыскивая част-

ные решения уравнения в виде kxey = .  Получаем  022 =− kk . 
Корни этого уравнения ,01 =k  22 =k  действительны и различны. 
Соответствующие им частные линейно независимые решения 
(см. таблицу 1)  ,10

1 == xey   .2
2

xey =   Поэтому общее решение 
однородного уравнения запишется в виде 
                                  xeCCyCyCy 2

2122110 +=+= .                    (2.34)    
2). Находим частное решение заданного неоднородного 

уравнения методом подбора, так как правая часть =)(xf  
)(1 3

3 xPx =−=  - многочлен третьей степени относится к первому 
из указанных в таблице 2 случаев.  
Сравнивая функцию 1)( 3 −= xxf  с выражением xa

n exPxf )()( = , 
заключаем, что ,3=n   .0=α  
Сравниваем  0=α  с корнями характеристического уравнения.  
Так как 1k=α ,  то  1=m ,  и частное решение принимаем в виде 

                            ),()( 23
3 DCxBxAxxxxRy +++==∗                (2.35) 

где A, B, C, D - неопределëнные коэффициенты, подлежащие 
подбору. 

 Подставляем (2.35) в исходное уравнение:  



                                                                                                Таблица 2 
Структура частного решения уравнения )()( xfyLn =   

в зависимости от вида правой части 
1  ax

n exPxf )()( = , 
где )(xPn  -многочлен (или 
одночлен)  n-ой степени  

от x 

A. Если число α  не совпадает ни с одним из 
корней характеристического уравнения: 

jk≠α  ),,2,1( nj = , то частное решение 
следует принимать в форме 

ax
n exRy )(=∗ , 

где )(xRn  - многочлен n-ой степени с 
неопределëнными коэффициентами. 
Б. Если jk=α  ( jk -корень кратности m), то   

ax
n

m exRxy )(=∗ . 
2 

,sin
cos)(

xN
xMxf
β

β
+

+=
  

где M и N –заданные 
постоянные числа 

 

A. Если мнимое число iβ  не совпадает ни с 
одним из корней характеристического урав-
нения: jki ≠β  ( ),,,2,1( nj =  то частное 
решение следует принимать в форме     

,sincos xBxAy ββ +=∗  
где А и В–неопределëнные коэффициенты. 
Б. Если jki =β ( jk - корень кратности m),то    

).sincos( xBxAxy m ββ +=∗  
3 

,sin)(
cos)()(

xexQ
xexPxf

ax

ax

β
β

+

+=
 

где )(xP  и )(xQ - много-
члены (или одночлены) 
 в общем случае различ- 

ных степеней 

А. Если комплексное число iβα +  не сов-
падает ни с одним из корней характеристи-
ческого уравнения: jki ≠+ βα  
 ),,2,1( nj = , то частное решение следу-
ет принимать в форме 

,sin)(cos)( xexTxexRy x
n

x
n ββ αα +=∗  

где )(xRn , )(xTn - многочлены n-ой степени 
(равной наивысшей степени одного из мно-
гочленов )(xP или )(xQ ), но с неопределëн-
ными и различными коэффициентами. 
Б. Если jki =+ βα  ( jk  - корень кратно-
сти m ), то     

].sin)(
cos)([

xexT
xexRxy

x
n

x
n

m

β

β
α

α

+

+=∗  



                                
.26121

,2342
,0

2

23

234

CBxAxy
DCxBxAxy

DxCxBxAxy

++=′′

+++=′−

+++=

∗

∗

∗

 

1246826122 3232 −=−−−−++=′−′′ ∗∗ xDCxBxAxCBxAxyy  
или            .122)46()612(8 323 −=−+−+−+− xDCxCBxBAAx  

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x в 
левой и правой частях получающегося равенства многочленов и 
приходим к системе алгебраических уравнений относительно не-
известных коэффициентов: 

                                             

.122
,046
,0612

,18

0

1

2

3

−=−

=−

=−

=−

DCx
CBx

BAx
Ax

   

Решая эту систему, находим коэффициенты: ,4/1,8/1 −=−= BA  
.8/1,8/3 =−= DC   

         В результате частное решение уравнения примет вид 

                                  .
8
1

8
3

4
1

8
1 234 xxxxy +−−−=∗                      (2.36)  

Складывая (2.34) и (2.36), получим общее решение уравнения в 
виде  

).132(
8

232
21 −++−+= xxxxeCCy x  

      Пример. Решить уравнение  .2sin32 xyy =′−′′  
      Решение. Общее решение  однородного  уравнения известно: 
см. (2.34). Находим частное решение неоднородного уравнения, 
сравнивая правую часть xxf 2sin3)( =  c выражением 2 из табли-
цы 2:  

.sincos)( xNxMxf ββ +=  
Получаем  ,2=β  0=M , 3=N . 
Сравниваем мнимое число ii 2=β  с корнями характеристическо-
го уравнения. Так как jkii ≠= 2β   (j=1,2 - номер корня), то  

0=m . Поэтому принимаем ,2sin2cos xBxAy +=∗  где A и B - 



неопределëнные коэффициенты. Процедура их определения име-
ет вид: 

                             
.2sin42cos41
,2cos22sin22

,2sin2cos0

xBxAy
xBxAy

xBxAy

−−=′′
+−=′−

+=

∗

∗

∗

 

     xxBxAxBxAyy 2sin32cos42sin42sin42cos42 =−+−−=′−′′ , 
.2sin32sin)44(2cos)44( xxBAxBA =−+−−  

Приравнивая коэффициенты в обеих частях получившегося 
тригонометрического равенства при x2cos  и x2sin , приходим к  
системе 





=−
=−−
,344

,044
BA

BA
 

откуда  следует  A = 3/8,    .8/3−=B          
         Поэтому частное решение исходного уравнения будет 

),2sin2(cos
8
3 xxy −=∗  

а общее решение запишется в виде    

).2sin2(cos
8
32

21 xxeCCy x −++=  

Пример. Решить уравнение   .)2(42 3 xexyyy +=+′−′′  
         Решение. 1). Находим общее решение однородного уравне-
ния 
                                             042 =+′−′′ yyy .                            (2.37) 
  Характеристическое уравнение 0422 =+− kk   имеет комплекс-
ные сопряженные корни: ik 311 += , ik 312 −= . Поэтому част-
ные линейно независимые решения уравнения (2.37) будут (см. 
таблицу 1, случай 2a)   

,3cos1 xey x=         ,3sin2 xey x=  
а общее решение однородного уравнения запишется в виде 

).3sin3cos( 210 xCxCey x +=  
2). Находим частное решение неоднородного уравнения методом 
подбора. Сравниваем правую часть xexxf 3)2()( +=  c общим вы-



ражением (1) из таблицы 2: .)()( x
n exPxf α=  Очевидно, что в дан-

ном случае  n=1, .3=α  Так как jk≠α  (j=1,2), то .0=m   
Поэтому принимаем (см. таблицу 2, случай 1А): 

,)()( 33
1

xx eBAxexRy +==∗  

где A и B - неопределенные коэффициенты.  Находим их,  ис-
пользуя стандартную процедуру: 

                               
.)969(1

,)33(2
,)(4

3

3

3

x

x

x

eBAxAy
eBAxAy

eBxAy

++=′′

++=′−

+=

∗

∗

 

.)2()747(42 33 xx exeBAxAyyy +=++=+′−′′ ∗∗∗  
Сокращая на xe3  и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях x, получаем: 

               
,274

,17
0

1

=+

=

BAx
Ax

   откуда следует  ,7/1=A   B=10/49. 

Следовательно,     

.
49
10

7
1 3xexy 






 +=∗  

Общее решение уравнения: 

.
7

10
7
1)3sin3cos( 3

21
xx exxCxCey 






 +++=  

Пример. Решить уравнение  .cos2sin54 xxyy −=+′′  
         Решение.  1). Находим общее решение однородного уравне-
ния   .04 =+′′ yy   
Соответствующее ему характеристическое уравнение 042 =+k  
имеет мнимые корни ik 22,1 ±= . Поэтому частные решения урав-
нения будут (см. таблицу 1, случай 2б) ,2cos1 xy = xy 2sin2 = .  

Общее решение примет вид:  .2sin2cos 210 xCxCy +=  
2). Находим сначала частное решение неоднородного уравнения 

.2sin54 xyy =+′′  



Сравнивая xxf 2sin5)(1 =  с выражением (см. таблицу 2, случай 2) 
xNxMxf ββ sincos)( += , определяем .2=β    

Сравниваем ii 2=β  с корнями .2,1k  Так как ,21 iki ==β  то .1=m   
Поэтому принимаем  ).2sin2cos(1 xBxAxy +=∗    Тогда 

                 

.)2sin2cos(4)2cos2sin(41

),2cos22sin2(2sin2cos0

),2sin2cos(4

1

1

1

xBxAxxBxAy
xBxAxxBxAy

xBxAxy

+−+−=′′

+−++=′

+=

∗

∗

∗

 

                          .2sin52cos42sin44 11 xxBxAyy =+−=+′′ ∗∗  

Приравнивая коэффициенты в левой и правой частях получив-
шеегося тригонометрического равенства при sin2x и cos2x,  полу-
чим   A = -5/4,  B = 0.  Следовательно, 

.2cos
4
5

1 xxy −=∗  

3). Далее находим частное решение уравнения .cos4 xyy −=+′′  
При этом .cos)(2 xxf −=   Так как ,2,1kii ≠=β   то принимаем (см. 
таблицу 2, случай 2А) 

                                      
.sincos1
,cossin0

,sincos4

2

2

2

xDxCy
xDxCy

xDxCy

−−=′′
+−=′
+=

∗

∗

∗

 

.cossin4cos4sincos4 22 xxDxCxDxCyy −=++−−=+′′ ∗∗  
откуда следует ,3/1−=C     .0=D     Поэтому   ( ) .cos3/12 xy −=∗  

Суммируя найденные частные  решения с общим решением 
однородного уравнения, окончательно получим 

.cos
3
12cos

4
52sin2cos 21 xxxxCxCy −−+=  

          Пример. Решить краевую задачу: 
          ),sin(cos96 2 xxeyyy x −=+′−′′       .0)2/(,0)0( == πyy  

 Решение. Сначала находим общее решение заданного ли-
нейного неоднородного дифференциального уравнения второго 
порядка. 
Однородному дифференциальному уравнению  096 =+′−′′ yyy   
соответствует характеристическое уравнение: ,0962 =+− kk  ко-



торое имеет два одинаковых действительных корня: .321 == kk  
Поэтому общее решение однородного дифференциального урав-
нения запишется в виде  .3

2
3

10
xx xeCeCy +=  

Частное решение  неоднородного дифференциального урав-
нения находим методом подбора, принимая (см таблицу 2, случай 
3А): 

                  9     .sincos 22
* xBexAey xx +=  

                 -6    ,sin)2(cos)2( 22
* xeBAxeBAy xx −−+=′  

                  1    .sin)34(cos)43( 22
* xeBAxeBAy xx −−+=′′  

).sin(cossin9
cos9sin)2(6cos)2(6
sin)34(cos)43(96

22

222

22
***

xxexBe
xAexeBAxeBA
xeBAxeBAyyy

xx

xxx

xx

−=+

++−++−

−−−+=+′−′′

  

откуда находим  2/1−== BA   и, следовательно, 
.2/)sin(cos2

* xxey x +−=  
          Поэтому общее решение исходного дифференциального 
уравнения примет вид: 

.2/)sin(cos)( 2
21

3 xxexCCey xx +−+=  
          Далее находим произвольные постоянные из граничных ус-
ловий. 
При  0=x    ,02/11 =−C   откуда  следует   .2/11 =C  

При  
2
π

=x    имеем  равенство   ,0
2
1

22
1

2
2/3 =−






 + ππ π eCe   разре-

шая которое относительно  ,2C   находим:   ).1(1 2/
2 −= −π

π
eC  

В результате  решение краевой задачи запишется в виде: 

.)sin(cos
2
1)1(1

2
1 232/ xx exxexey +−



 −+= −π

π
 

Пример. Решить уравнение  .2cos xxyy =′+′′  
Решение. Однородному дифференциальному уравнению 

0=′+′′ yy  соответствует характеристическое уравнение: 
,02 =+ kk  которое имеет действительные корни: .1,0 21 −== kk  



Поэтому общее решение однородного уравнения будет иметь 
вид:  .210

xeCCy −+=  
Сравнивая правую часть уравнения xxxf 2cos)( =  с общим 

выражением, при котором применим метод подбора (случай 3 из 
таблицы 2): ,sin)(cos)()( xexQxexPxf axax ββ +=  находим  ,1=n  

,0=α  .2=β  Так как  число ii 2=+ βα  не совпадает с корнями 
характеристического уравнения, то .0=m  Следовательно, част-
ное решение ищем в виде   .sin)(cos)( xexTxexRy x

n
x

n ββ αα +=∗   
Подставляя найденные значения βα ,,n , получим 

.2sin)(2cos)( xDCxxBAxy +++=∗  
Подставляем это решение в исходное уравнение: 
             .2sin)(2cos)( xDCxxBAxy +++=∗  
             ,2sin)22(2cos)22( xCBAxxDACxy +−−+++=′∗  
             xDACxxCBAxy 2sin)444(2cos)444( −−−++−−=′′∗ . 
Поэтому   

.2cos2sin)22(2cos)22(
2sin)444(2cos)444(
xxxCBAxxDACx
xDACxxCBAxyy

=+−−++++
+−−−++−−=′+′′ ∗∗  

После приведения подобных членов получим 

.2cos2sin]4
24)42([2cos]244)24[(

xxxCD
BAxCAxDCBAxCA

=+−
−−−+−+++−++−

 

Приравниваем сначала коэффициенты в левой и правой час-
тях последнего равенства при  x2cos  и  :2sin x  

.0424)42(
,244)24

=+−−−+−
=++−++−

CDBAxCA
xDCBAxCA

 

Приравнивая теперь коэффициенты при одинаковых степе-
нях x в левой и правой частях полученных равенств, получим 
систему 4-х алгебраических уравнений относительно неопреде-
лëнных коэффициентов: 










=−+−−
=+

=++−
=+−

.0424
,042

,0244
,124

DCBA
CA

DCBA
CA

 



Из первого и третьего уравнений системы следует: ,2,0−=A  
.1,0=C  Поэтому из второго и четвертого уравнений находим 

13,0=B ,  .16,0=D  Таким образом, искомое частное решение за-
пишется в виде 

.2sin)16,01,0(2cos)13,02,0( xxxxy +++−=∗  
Складывая его с общим решением однородного уравнения, 

окончательно получим общее решение исходного уравнения 
.2sin)16,01,0(2cos)13,02,0(21 xxxxeCCy x +++−++= −  

2.4.2. М е т о д  в а р и а ц и и   
п р о и з в о л ь н ы х   п о с т о я н н ы х 

Если известна фундаментальная система решений линейно-
го однородного уравнения 0)( =yLn  то частное решение неодно-
родного уравнения )()( xfyLn =  может быть найдено с помощью 
квадратур (то есть неопредёленных  интегралов от этих решений) 
методом вариации произвольных постоянных (методом Ла-
гранжа). 

Рассмотрим его реализацию для линейных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка: 
                                        )(21 xfyayay =+′+′′ .                          (2.38) 
          Сначала находим общее решение  соответствующего  ли-
нейного однородного уравнения 0)( =yL  в виде 
                                           ,22110 yCyCy +=                                 (2.39) 
где 1C  и 2C - произвольные постоянные, 21, yy  - частные линейно 
независимые решения однородного уравнения. 

Далее ищем решение  неоднородного  уравнения (2.38), ана-
логичное по структуре  (2.39),  но  произвольные  постоянные в 
(2.39) заменяем неизвестными функциями, а именно принимаем  
                                         .)()( 2211 yxCyxCy +=                          (2.40) 

Тогда  .)()()()( 22221111 yxCyxCyxCyxCy ′+′+′+′=′  

Так как функции  )(1 xC  и  )(2 xC  произвольны, то можно принять, 
что они должны удовлетворять условию: 
                                         .0)()( 2211 =′+′ yxCyxC                           (2.41) 
Тогда 2211 )()( yxCyxCy ′+′=′   и, следовательно,   



                       .)()()()( 22221111 yxCyxCyxCyxCy ′′+′′+′′+′′=′′           (2.42) 

Подставляя теперь значения производных в уравнение (2.38), по-
лучим  

                  
( ) ( )

).()()(
)()(

2211

222122121111

xfyxCyxC
yayayxCyayayxC

=′′+′′+
++′+′′++′+′′

      (2.43) 

Учитывая, что функции 1y  и 2y  являются решениями одно-
родного уравнения (2.38), и, следовательно,  

,012111 =+′+′′ yayay      ,022212 =+′+′′ yayay  
приходим к равенству )()()( 2211 xfyxCyxC =′′+′′ . 

Таким образом, чтобы выражение (2.40) было решением не-
однородного уравнения (2.38), неизвестные функции )(1 xC  и  

)(2 xC  должны удовлетворять следующей системе дифференци-
альных уравнений 

                                    




=′′+′′
=′+′

).()()(
,0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

                       (2.44) 

Определитель этой системы - определитель Вронского 

,0
22

21 ≠
′′

=
yy
yy

W  

так как функции 1y  и 2y  линейно независимы. Поэтому система 
(2.44), рассматриваемая как система линейных алгебраических 
уравнений относительно ),(1 xС′  )(2 xС′ , имеет  решение и притом 
единственное. Применяя формулы Крамера7, его можно  предста- 
вить в виде 

                      ,)()( 2
1 W

xfyxC −=′        .)()( 1
2 W

xfyxC =′                   (2.45)   

Интегрируя  дифференциальные уравнения  первого  поряд-
ка (2.45), находим 

            ,)()( 1
2

1 Cdx
W

xfyxС +−= ∫     .)()( 2
1

2 Cdx
W

xfyxC += ∫      (2.46) 

         Подставляя (2.46)  в (2.40),  получим общее решение неод-
нородного уравнения в виде 

7 К р а м е р  Габриэль (31.07.1704 – 04.01.1752) – швейцарский  
  математик.    

                                                           



                 .)()( 1
2

2
12211 dx

W
xfyydx

W
xfyyyCyCy ∫∫ +−+=         (2.47) 

Последние два слагаемых в правой части формулы (2.46) 
определяют частное решение неоднородного уравнения (2.38). 

Замечание. Метод вариации произвольных постоянных яв- 
ляется общим методом, пригодным для построения решения ли-
нейных неоднородных дифференциальных уравнений (как с пе-
ременными, так и с постоянными коэффициентами) при  произ-
вольной непрерывной правой части. Но он является принципи-
ально более сложным, чем метод подбора, так как его реализация 
связана с интегрированием дифференциальных уравнений перво-
го порядка. Поэтому для линейных неоднородных уравнений с 
постоянными коэффициентами и с правыми частями специально-
го вида, указанными в таблице 2, проще применять метод подбо-
ра частного решения. 
         Пример. Решить уравнение 

                                             .44
2

x
eyyy

x−

=+′+′′                         (2.48) 

         Решение. 1). Находим общее решение соответствующего 
однородного уравнения 

.044 =+′+′′ yyy  
         Составляем характеристическое уравнение  .0442 =++ kk   
Его корни .221 −== kk  Следовательно, частные линейно незави- 
симые решения равны  ,2

1
xey −=   ,2

2
xxey −=    а общее решение 
.2

2
2

10
xx xeCeCy −− +=  

         2). Так как правая часть неоднородного уравнения  (2.48) не 
относится  ни к одному из рассмотренных в таблице 2 случаев, то  
частное  решение  находим  методом вариации  произвольных  
постоянных. Принимаем 
                                    ,)()( 2

2
2

1
xx xexCexCy −− +=                       (2.49) 

где )(1 xC  и )(2 xC  - неизвестные (варьируемые) функции. Тогда 
их производные )(1 xC′  и )(2 xC′  могут быть найдены из решения  
системы (2.44): 
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Определитель этой системы  .
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Поэтому для определения варьируемых функций согласно 
(2.45) получаем дифференциальные уравнения вида 

             ,1)( 4

22

1 −=−=′
−

−−

x

xx

xe
exexC       .1)( 4

22

2 xxe
eexC x

xx

==′
−

−−

          (2.50) 

Интегрируя  уравнения (2.50), находим 
                    ,)( 11 CxxC +−=         .ln)( 22 CxxC +=                    (2.51) 
Подставляя (2.51) в (2.49),  получим общее решение уравнения в 
виде    )].1(ln[ 21

2 −++= − xxxCCey x  

2.5. Задачи на собственные значения 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное  урав-
нение второго порядка 
                                                   0=+′′ yy λ                                   (2.52) 
c однородными граничными условиями 
                                            ,0)0( =y    0)( =ly .                           (2.53) 

Здесь предполагается, что ,0 Lx ≤≤  −λ некоторый пара-
метр, имеющий определëнный физический смысл. 
Задача (2.52), (2.53) является однородной краевой задачей. Осо-
бенность еë в том, что она имеет нулевое (тривиальное) решение 

0=y , не представляющее физического интереса.  Но, кроме того, 
имеются еще определëнные значения  параметра λ ,  при которых 
задача имеет не равные  тождественно  нулю (нетривиальные) 
решения. Такие значения параметра λ  называются  собственны-
ми значениями, а соответствующие им ненулевые  решения )(xy  
называются собственными функциями. Сама же задача отыска-
ния собственных значений и собственных  функций называется 
задачей на собственные значения или задачей Штурма8-

8 Ш т у р м  Жан Шарль Франсуа (29.09.1803 – 18.12.1855) – 
французский математик 

                                                           



Лиувилля9. Эта задача представляет большой интерес для физики 
и для технических приложений.  К ней, например, сводятся мно-
гие задачи устойчивости и колебаний упругих систем. 

Покажем, прежде всего, что ненулевые решения задачи 
(2.52), (2.53) существуют при .0>λ  Доказательство от противно-
го. 

1) Пусть .0=λ  Тогда уравнение (2.90) примет вид .0=′′y  
Его общее решение, очевидно, будет .21 CxCy +=  Определяя да-
лее произвольные постоянные из граничных условий (2.53), на-
ходим .0,021 ≡⇒== yCC  Поэтому 0=λ  не является собствен-
ным значением. 

2) Пусть .0<λ  Характеристическое уравнение, соответст-
вующее уравнению (2.52)  ,02 =+ λk   имеет действительные и 
различные корни: .2,1 λ−±=k  Поэтому общее решение уравне-
ния (2.52) запишется в виде  .21

xx eCeCy λλ −−− +=  Подставляя его 
в граничные условия (2.53), получим систему однородных ли-
нейных алгебраических уравнений  
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−−− .0

,0

21
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CC
xx λλ

 

Определитель этой системы ,0
11

≠
−−− xx ee λλ

 следователь-

но, .021 == CC  Поэтому задача (2.52), (2.53) имеет только нуле-
вое решение .0≡y   

         3) Пусть .0>λ  Тогда корни характеристического уравнения 
будут мнимыми: .2,1 ik λλ ±=−±=  Поэтому частные решения  
будут ,sin,cos 11 xyxy λλ ==  и общее  решение уравнения 
(2.52) запишется в виде 
                                     .sincos 21 xCxCy λλ +=                     (2.54) 
Из первого граничного условия (при )0=x  получаем 01 =C , а из 
второго граничного условия (при )lx =   следует .0sin2 =lC λ  

9
 Лиувилль Жозеф (24.03.1809 – 08.09.1882) – французский мате-

матик 

                                                           



Если ,02 =C  то опять получим нулевое решение .0=y  По-
этому, чтобы существовало нетривиальное решение задачи, не-
обходимо принять 

                           0sin =lλ . 
Из этого тригонометрического уравнения следует ,πλ nl =  

где n – произвольное целое число. Поэтому собственные значе-
ния параметра для задачи (2.52), (2.53) будут 

                            
2







=

l
n

n
πλ     ,...)2,1( ±±=n                     (2.55)  

(так как собственные значения будут различными для разных  n, 
то им приписывается соответствующий индекс). 

Соответствующие им собственные функции с точностью до 
постоянного множителя  2C   определяются по формуле 

                                                .sin
l
xny π

=                                    (2.56) 

Устойчивость стержня 
Рассмотрим в качестве примера  классическую задачу об  

устойчивости прямолинейного упругого шарнирно опëртого 
стержня длиной l , нагруженного осевой сжимающей силой P, 
линия действия которой совпадает с продольной осью стержня. 
Постановка и решение этой задачи впервые были даны Л.Эй-
лером в 1765 году. 

Пока сжимающая нагрузка мала, стержень сохраняет пря-
молинейную форму равновесия. Если увеличивать нагрузку, то 
при некотором значении сжимающей силы прямолинейная форма 
равновесия перестаëт быть устойчивой, и возникает близкая к ней 
искривлëнная форма равновесия (см. рис. I.14). 

Уравнение равновесия отсечëнной части стержня длиной x  
может быть записано в виде: MyEI −=′′ или 

                                        ,0=+′′ PyyEI                                (2.57) 
где  )(xy  - прогиб стержня, )(xy ′′ - приближенное выражение для 
кривизны изогнутой оси стержня, EI - изгибная жесткость стерж-
ня, PyxM =)( - изгибающий момент в произвольном сечении 
стержня. Полагая  



                                                    ,
EI
P

=λ                                       (2.58) 

приведëм уравнение (2.57) к виду  (2.52):  0=+′′ yy λ . 
Так как прогибы на концах шарнирно опëртого стержня 

равны нулю, то граничные условия запишутся в виде (2.53): 
,0)0( =y  .0)( =ly    

 Поэтому с математической точки зрения задача об    
устойчивости упругого шарнирно опëртого стержня 
сведена к рассмотренной выше задаче на собствен-
ные значения (2.52), (2.53). 

Тривиальное решение этой задачи ( 0≡y ) соот-
ветствует исходной прямолинейной форме равнове-
сия.   Нетривиальное  решение,   соответствующее 
искривлëнной форме равновесия, существует при 
собственных  значениях параметра λ , определяемых 
согласно (2.55). 

Рис. 1.14 

Приравнивая выражения (2.55) и (2.58), получим  .
2
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l
n

EI
P π  

 Следовательно, чтобы стержень сохранял криволинейную 
форму равновесия, необходимо, чтобы сжимающая сила прини-
мала значения 

                                              .2

22

l
EInP π

=                                     (2.59) 

Число ,...2,1=n в данной задаче имеет смысл числа полуволн си-
нусоиды (2.56),  по которой происходит искривление оси стерж-
ня. 

Из формулы (2.59) следует, что существует множество зна-
чений сжимающей силы P, при которых возможны различные 
искривлëнные формы равновесия продольно сжатого стержня. 
Наименьшее значение сжимающей силы,  соответствующее n = 1, 
называется критической (эйлеровой) силой и равно 

                                         2

2

l
EIP π

= . 



Пример. Найти собственные значения и собственные функ-
ции однородной краевой задачи для уравнения (2.52) при гранич-
ных условиях      .0)1(,0)1()0( =′=− yyy  
         Решение. Общее решение уравнения согласно (2.54) имеет 
вид 

.sincos 21 xCxCy λλ +=  
Вычисляем        ,cossin)( 21 xCxCxy λλλλ +−=′                
                           ,)0( 1Cy =   ,sincos)1( 21 λλ CCy +=  
                           .cossin)1( 21 λλλλ CCy +−=′  

Подставляя эти величины в граничные условия, после эле-
ментарных преобразований получим систему линейных однород-
ных алгебраических уравнений относительно 1C   и  :2C  
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Ненулевое решение еë существует тогда и только тогда, ко-
гда определитель системы равен нулю: 

.0
cossin

sincos1
=

−

−−

λλλλ

λλ
 

Раскрывая определитель, получим уравнение относительно 
параметра :λ  

,0)1(cos =−λλ  
корни которого являются собственными значениями задачи:  

( ) ,...2,1,2,0 2 === nnπλλ  
 Легко убедиться, что при 0=λ  .consty =  Подставляя 

,2 nπλ =  ,...2,1=n , в систему линейных однородных алгебраи-
ческих уравнений относительно 1C  и 2C , находим .02 =C  Соот-
ветствующие собственные функции с точностью до множителя 
будут   .2cos nxy π=  

2.6.  Дифференциальные уравнения 
с переменными коэффициентами 

Если коэффициенты ),...,2,1(),( nixai =  линейного неодно-
родного уравнения                         



( ) )()()()()( 1
)2(

2
)1(

1 xfyxayxayxayxay nn
nnn =+′+++ −
−−        (2.60)  

и его правая часть f(x) представляют собой функции, которые оп-
ределены и непрерывны на заданном интервале, то рассмотрен-
ные выше теоремы о структуре общего решения линейного неод-
нородного уравнения и соответствующего ему однородного урав-
нения остаются справедливыми. Остаются в силе также принцип 
суперпозиции решений для неоднородного уравнения и метод 
вариации произвольных постоянных. Но при этом нельзя искать 
фундаментальную систему решений  однородного уравнения рас-
смотренным выше методом. 

В общем случае решения уравнения с переменными  коэф-
фициентами (2.60) строятся приближёнными методами. Одним из 
эффективных приближённых методов является метод степенных 
рядов.  

Рассмотрим два варианта применения этого метода: 
1) метод степенных рядов в форме метода неопределённых коэф-
фициентов; 
2) разложение решения задачи Коши в степенной ряд с помощью 
формулы Тейлора10. 

2.6.1. Р е ш е н и е  з а д а ч и  К о ш и 
м е т о д о м  с т е п е н н ы х  р я д о в 

Пусть дано линейное дифференциальное уравнение n-го по-
рядка с переменными коэффициентами 

( ) 0)()()()( 1
)2(

2
)1(

1 =+′+++ −
−− yxayxayxayxay nn

nnn   
и пусть начальные условия имеют вид 

,)(...,,)(,)( )1(
00

)1(
0000

−− =′=′= nn yxyyxyyxy  
то есть сформулирована задача Коши. 

Будем искать решение уравнения в виде бесконечного сте-
пенного ряда с неопределёнными коэффициентами  

...)(...)()()()( 0
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020100
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+−++−+−+=−=∑
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n
n

n

n
n xxcxxcxxccxxcxy  

10  Т е й л о р  Брук (18.08.1685 – 29.12.1731) – английский мате-  
     матик. 
 

                                                           



В частности, при 00 =x    

......)( 2
210
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n

n
n xcxcxccxcxy  

Формальный алгоритм определения коэффициентов ряда 
следующий: ряд подставляется в уравнение. В получающемся 
тождественном равенстве коэффициенты при различных степе-
нях x приравниваются нулю. В результате получается система 
уравнений для определения коэффициентов nc . Полученное ре-
шение исследуют на сходимость и на возможность почленного 
дифференцирования. В области, в которой  ряд сходится и допус- 
кает n – кратное дифференцирование, он и является  искомым ре- 
шением.     
          Пример.  Решить задачу Коши для уравнения 
                                            042 =−′−′′ yyxy                              (2.61) 
при начальных условиях 
                                           .1)0(,0)0( =′= yy                            (2.62) 

Решение. Представим  решение  задачи  (2.61), (2.62) сте-
пенным рядом с неопределёнными коэффициентами: 

                +++++== ∑
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n
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n
n xaxaxaaxay 2

210
0

                (2.63) 

Подставляем искомое решение (2.63) в уравнение (2.61),  
учитывая соотношения 
               +++++=′ −12

321 32 n
n xnaxaxaay  

 +−++⋅+⋅+=′′ −22
432 )1(34232 n

n xannxaxaay  
Тогда  имеем:    
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Группируя подобные члены при одинаковых степенях x,  
получим тождественное равенство: 

.0...]4)2(2)1([...)423
45()42234()4223(42

2
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3
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22411302

≡+−−−−++−⋅−

−⋅+−⋅−⋅+−−⋅+−
−

−−
n

nnn xaanannxaa
axaaaxaaaaa

В левой части этого тождества имеем степенной ряд.  Ряд будет 



тождественно равен нулю,  если его коэффициенты будут  равны 
нулю. Приравнивая коэффициенты при различных степенях x ну-
лю, получаем систему уравнений: 
                                     ,042 02 =− aa  
                                     ,0623 13 =−⋅ aa  
                                     ,0834 24 =−⋅ aa                                     
                                     ,01045 35 =−⋅ aa  
                                      ………………………. 

.02)1( 2 =−− −nn anann  
     Из этой системы следуют так называемые рекуррентные фор-
мулы: 
                                           ,2 02 aa =  
                                           ,13 aa =                 
                                          ………….. 

                                          ,
1

2 2

−
= −

n
aa n

n                                           (2.64) 

позволяющие выразить последующие коэффициенты ряда через 
предыдущие.  

Подчиняя искомое решение (2.63) начальным условиям, по-
лучаем ,00 =a  11 =a . Остальные коэффициенты ряда определя-
ются по рекуррентным формулам (2.64): 

,002 == aa   ,113 == aa  ,04 =a  ,!2/15 =a  ,06 =a  !3/17 =a    и т. д. 

После подстановки коэффициентов в (2.63) находим окончатель-
ное выражение 

                            ++++++=
+

!!3!2!1

12753

n
xxxxxy

n

                 (2.65) 

Применяя признак Даламбера11, легко установить, что ряд 
 (2.65) сходится на всей числовой оси. Следовательно, выражение   
 (2.65) представляет решение исходной задачи при  ).;( ∞−∞∈x  

 

11  Д а л а м б е р  Жан Лоран (16.11.1717 – 29.10.1783) – француз- 
   ский математик, механик, физик. 
     

                                                           



2.6.2. П о с т р о е н и е  о б щ е г о  р е ш е н и я  л и н ей н о г о 
н е о д н о р о д н о г о у р а в н е н и я  м е т о д о м 

с т е п е н н ы х  р я д о в 
          Пусть требуется найти общее решение линейного  неодно-
родного дифференциального уравнения 
                                              .2=−′−′′ yyxy                               (2.66) 
          Общее решение уравнения имеет вид 
                                            ,2211 ∗++= yyCyCy                          (2.67) 
где ∗y  - частное решение неоднородного уравнения, 1C  и 2C  - 
произвольные  постоянные, 1y  и 2y  - частные  линейно  независи- 

мые решения однородного уравнения 
                                               .0=−′−′′ yyxy                              (2.68) 
Чтобы построить  общее решение уравнения (2.66),  будем ре-
шать задачу Коши  для этого уравнения при начальных условиях: 

                             1)0( Cy = ,      2)0( Cy =′ .                        (2.69)  
Решение задачи  (2.68),  (2.69)  представим рядом 
               ++++++= n

n xaxaxaxaay 3
3

2
210               (2.70)  

Легко видеть, что ),0(),0( 110 yaya ′==  то есть первые два 
коэффициента разложения решения в ряд (2.70) представляют 
собой соответственно начальное значение функции и её первой 
производной. Поэтому в соответствии с начальными условиями 
(2.69) можно принять 
                                          ,10 Ca =    21 Ca = .                                (2.71) 
 Для определения последующих коэффициентов ряда подставля-
ем его в  уравнение (2.66) 
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следовательно, 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  x в 
левой и правой частях полученного равенства, приходим к соот-
ношениям вида 
   



                                              ,22 02 =− aa  
                                              ,0223 13 =−⋅ aa  
                                              ,0334 24 =−⋅ aa                                     
                                         ………………………… 

,0)1()1( 2 =−−− −nn anann  

В результате рекуррентные формулы для коэффициентов примут 
вид: 
                                                ,12/02 += aa       
                                                ,3/13 aa =     
                                                ,4/24 aa =              
                                               ……………. 
                                                ./2 naa nn −=                                    (2.72) 

По этим формулам с учётом (2.71) получаем: 
                                               ,12/12 += Сa       
                                               ,3/23 Сa =     
                                               ,4/1)42/(14 +⋅= Сa   
                                               ),53/(25 ⋅= Ca             
                                               )64/(1)642/(16 ⋅+⋅⋅= Ca    
и так далее. Подставляя найденные коэффициенты в искомое ре-
шение (2.70) и группируя подобные члены, получим общее реше-
ние уравнения (2.66) в форме:  
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Первые два ряда в (2.73) сходятся на всей числовой оси и 
определяют функции 1y и ,2y  линейно независимые в окрестности 

сти точки  x=0. Ряд 

+
⋅⋅

+
⋅

++=∗ 864644

864
2 xxxxy  

также сходится  на  всей  числовой оси и удовлетворяет уравне-
нию (2.66). Поэтому функция ∗y  является разложением в степен-



ной ряд частного решения  исходного линейного неоднородного 
уравнения. Заметим, что в данном примере частное решение ∗y  
можно было проще найти  методом подбора. Оно, очевидно, рав-
но 2−=∗y . Тогда функции 1y  и 2y  следует находить  как частные 
решения однородного уравнения (2.68), используя рекуррентные 
соотношения (2.72) и формулы (2.71). 

2.6.3. Р а з л о ж е н и е  р е ш е н и я  з а д а ч и  К о ш и 
 в  р я д  Т е й л о р а 

Пусть требуется найти решение дифференциального урав-
нения n-го порядка, разрешенного относительно старшей произ-
водной  

                          ),,...,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy                       (2.74) 
удовлетворяющее начальным условиям 
                 .)(...,)(,)( )1(

00
)1(

0000
−− =′=′= nn yxyyxyyxy           (2.75) 

Будем искать решение задачи  в виде разложения в ряд Тейлора 
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В частности, при 00 =x  получаем разложение в ряд по степеням  
x (ряд Маклорена12):   
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                                                                                              (2.77) 
Задача сводится к отысканию коэффициентов ряда (2.76). 

Как видно, первые  n  коэффициентов ряда  могут быть найдены 
непосредственно из начальных условий (2.75); (n+1)-ый коэффи-
циент разложения решения в ряд )( 0

)( xy n  определяется из диффе-
ренциального уравнения (2.74) после подстановки в правую часть 
начальных условий (2.75). Последующие коэффициенты ряда 
12  М а к л о р е н  Колин (1698 – 14.06.1746) – шотландский мате- 
    матик. 
     
 

                                                           



(2.76) находятся дифференцированием правой части уравнения 
(2.74) (обычно с использованием правила дифференцирования 
сложной функции) и начальных условий (2.75). Если полученный 
ряд сходится, то в интервале сходимости он является решением 
задачи ( 2.74),  (2.75). 

Заметим, что этот метод является достаточно универсаль-
ным и применим к нелинейным уравнениям с переменными ко-
эффициентами, но вычисление производных высокого порядка 
может оказаться трудоёмким из-за необходимости последова-
тельного дифференцирования сложных функций.  

Пример. Решить задачу Коши для уравнения 
                                                 yxeyy −′=′′ 2                                (2.78) 
при начальных условиях    .1)0(,1)0( =′= yy  

Решение. Принимаем решение в виде (2.77). В рассматри-
ваемой  задаче  первые  два  коэффициента  ряда определяются из 
начальных условий. Третий коэффициент получается непосред-
ственно из дифференциального уравнения (2.78) при 0=x  и ра-
вен .1)0( =′′y Дифференцируя последовательно уравнение (2.78), 
получим 

,2)( yxeeyyxy yy ′−−′′′=′′′  
.222)( 22 yxeyxeyeyyyxy yyyIV ′′−′−′−′′′′+′′=  

Поэтому при  x=0 находим ,2112)0( eey −=−⋅⋅=′′′  .46)0( ey IV −=  
Ограничиваясь первыми пятью членами ряда (2.77), полу-

чим решение   задачи в виде 
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+++= xexexxxy  

       Полученное выражение является решением при условии схо-
димости ряда и даёт достаточно точное значение функции y в ма-
лой окрестности точки 0=x . 
 
 
 
 
 
 

3. СИСТЕМЫ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 



Решение многих прикладных задач, как правило, приводит к 
системам дифференциальных уравнений. Кроме того, при чис-
ленном решении дифференциальных уравнений высокого поряд-
ка обычно применяется процедура сведения дифференциального 
уравнения n-го порядка относительно одной неизвестной функ-
ции к системе дифференциальных уравнений относительно n не-
известных функций.  

Она базируется на следующей теореме: Дифференциальное 
уравнение  n-го порядка ( ),,...,,,, )1()( −′′′= nn yyyyxfy  разрешëнное 
относительно старшей производной, может быть сведено к 
системе n дифференциальных уравнений первого порядка.  

Это достигается последовательной заменой функции и еë 
производных разного порядка новыми функциями: 
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В результате, исходное дифференциальное уравнение ока-
зывется эквивалентным следующей системе дифференциальных 
уравнений первого порядка относительно n неизвестных функций 

),(1 xy ),(2 xy   )(, xyn . 
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Система дифференциальных уравнений первого порядка,  
разрешенных относительно производных от неизвестных функ-
ций  



                    ),,,,,( 21 nii yyyxfy =′   ),...,2,1( ni =                (3.1) 
называется системой, записанной в нормальной форме Коши или 
нормальной системой. 

В частности, нормальная система линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами записывается 
в форме 
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Если ),,...,2,1(0)( nixfi ==  то система называется одно-
родной. Если хотя бы одна из функций ,0)( ≠xfi  то система на-
зывается неоднородной. 

  Общим решением системы (3.1) на интервале (a, b) изме-
нения аргумента x называется всякая совокупность функций 

,,,( 21 CCxyi  )..., nC  ),...,2,1( ni = , дифференцируемых на интервале 
(a, b), и обращающих каждое из уравнений системы (3.1) в тож-
дество. 

Число произвольных постоянных, входящих в общее реше-
ние нормальной системы уравнений, равно числу неизвестных 
функций. Решение, получающееся из общего при конкретных 
значениях произвольных постоянных, называется частным ре-
шением. Для получения частного (единственного) решения сис-
темы произвольные постоянные определяются из начальных или 
граничных условий.  

Задача с начальными условиями (задача Коши) для системы 
(3.1) формулируется так: требуется найти решение системы,  
удовлетворяющее при одном и том же начальном значении неза-
висимой переменной  0xx =   n  начальным условиям 



,)( 0
101 yxy =       ,)( 0

202 yxy =       .)( 0
0 nn yxy =  

Рассмотрим различные методы интегрирования систем 
дифференциальных уравнений. 

3.1. Метод исключения неизвестных 
Этот метод является общим, пригодным для систем диффе-

ренциальных уравнений различного типа и основан на том, что 
нормальная система n дифференциальных уравнений относи-
тельно n неизвестных функций ),(1 xy  )(,,)(2 xyxy n  может быть 
сведена к одному дифференциальному уравнению n-го порядка 
относительно одной  неизвестной функции.  

Убедимся в этом на примере системы двух уравнений отно-
сительно двух неизвестных функций  ),(1 xy  :)(2 xy  
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Дифференцируя первое уравнение системы по ,x  получим 
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Так как функции ϕ   и  ψ   зависят от ,,, 21 yyx  то можно записать: 

                                                ),,( 212
1

2

yyxF
dx

yd
= ,                             

где  ),,( 21 yyxF  - некоторая функция 21,, yyx . 

Далее из первого уравнения системы находим 2y  как функцию 

вида ).,,( 112 yyxy ′= χ  Подставляя 2y в равенство ),,( 212
1

2

yyxF
dx

yd
= , 

получим уравнение второго порядка относительно одной неиз-
вестной функции 1y : 

).,,(),,(,,( 111112
1

2

yyxyyxyxF
dx

yd ′=′= ξχ  

Применение метода исключения неизвестных покажем на 
примерах. 

Пример. Решить систему 



                                          




+−−=′
++−=′

.32
,4

212

211

xyyy
xyyy

                            (3.2) 

Решение. Последовательность решения  такова:  дифферен-
цируем  первое уравнение по x: 

                                    .14 211 +′+′−=′′ yyy                                (3.3) 
Подставляем  2y′  из второго уравнения (3.2) в (3.3): 
                                     .1324 2111 ++−−′−=′′ xyyyy                     (3.4) 
Из первого уравнения системы (3.2) находим 
                                             xyyy −+′= 112 4                                  (3.5) 
и подставляем в (3.4). В результате исключаем функцию 2y  и  
получаем неоднородное дифференциальное уравнение второго 
порядка относительно одной неизвестной функции 1y :  

146513424 1111111 ++−′−=+++−′−−′−=′′ xyyxxyyyyy  
или 

1465 111 +=+′+′′ xyyy . 

Его общее решение имеет вид 

                               .
18
7

3
23

2
2

11 −++= −− xeCeCy xx                        (3.6) 

Далее из (3.5)  с  учетом (3.6) находим 2y : 
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В результате общее решение системы запишется в виде 

,
18
7

3
23

2
2

11 −++= −− xeCeCy xx  

                               .
9
8

3
52 3

2
2

12 −++= −− xeCeCy xx  

Решение методом исключения неизвестных существенно 
усложняется с увеличением порядка системы. 

Пример. Решить систему 
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                              (3.7) 

         Решение. 1)  Дифференцируем первое уравнение (3.7) по x:   
                                .3 3211 yyyy ′+′−′=′′  

2) Заменяем в полученном уравнении первые производные их 
выражениями из системы (3.7): 

.79113)5()3(3 3213213123211 yyyyyyyyyyyyy +−=+−+−−−+−=′′         
                                                                                                         (3.8) 
3)  Дифференцируем уравнение (3.8):   
                                              3211 7911 yyyy ′+′−′=′′′ .                         (3.9)  
4)  Вновь подставляем в (3.9) значения производных из исходной 
системы:   

     
.416349

)3(7)5(9)3(11

321

3213123211

yyy

yyyyyyyyyy

+−=

=+−+−−−+−=′′′
    (3.10) 

5) Из первого уравнения системы (3.7) и из уравнения (3.8) нахо-
дим 2y  и .3y  Для этого перепишем их в виде 
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Решая эту систему, получим 

               .
2
916,

2
710 111

3
111

2
yyyyyyyy
′′−′+−

=
′′−′+−

=     (3.11) 

6)  Исключаем теперь 2y   и 3y  из уравнения (3.10), подставляя в 
него равенства (3.11): 

       +
′′−′+−

−=+−=′′′
2
7106349416349 111

13211
yyyyyyyy  

                yyyyyy ′′+′−=
′′−′+−

+ 113636
2
91641 11

111 . 

Итак, задача сведена к решению линейного однородного 
уравнения 3-го порядка с постоянными  коэффициентами относи- 
тельно одной неизвестной функции :1y  



                                       .0363611 1111 =−′+′′−′′′ yyyy                      (3.12)  
Характеристическое уравнение, соответствующее уравне-

нию (3.12), будет иметь вид    .0363611 23 =−+− kkk  
Подбирая корни уравнения среди делителей свободного 

члена, получим   .6,3,2 321 === kkk   Поэтому общее решение 
уравнения (3.12) запишется в виде   .6

3
3

2
2

11
xxx eCeCeCy ++=   

8)  Из равенств (3.11) находим далее 2y  и 3y .  
В результате общее решение системы будет иметь вид 

.
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3.2. Метод Эйлера 
Рассмотрим решение однородной системы методом, анало-

гичным тому, который применялся для построения фундамен-
тальной системы решений линейных однородных дифференци-
альных уравнений  n-го порядка (методом Эйлера). 

Пусть дана нормальная система однородных линейных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
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               (3.13) 

          Будем искать частное решение однородной системы в виде 
                   ,11

xkey α=   ,,,22
xk

nn
xk eyey αα ==          (3.14) 

где  ,1α  ,,,2 nαα   k – неизвестные постоянные. Подставляя 
(3.14) в (3.13), сокращая на xke , после элементарных преобразо-
ваний получим  
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           (3.15) 

Как известно, чтобы система линейных однородных алгеб-
раических уравнений имела ненулевое решение, необходимо и 
достаточно, чтобы еë определитель был равен нулю: 

                           .0
..........................................

21

22221

11211
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−
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akaa
aaka

nnnn

n

n







           (3.16)  

Раскрывая этот определитель, получим алгебраическое 
уравнение n-ой степени относительно k. Уравнение (3.16)  назы-
вается  характеристическим или вековым13 уравнением, а его 
корни – корнями характеристического уравнения или  собствен-
ными значениями. Если все корни ik  (i=1,2,...,n) этого уравнения 
действительные и различные числа (ограничимся только этим 
случаем), то последовательно подставляя их в систему (3.15), 
найдем соответствующие этим  корням  неизвестные числа   ,1iα  

ini αα ,,2   (здесь второй индекс i = 1,2, ..., n  соответствует  но-
меру корня), а затем из (3.14) - n частных решений системы диф-
ференциальных уравнений в виде 

           ,11
xk

ii
iey α=  ,,22 xk

ii
iey α=  .xk

inin
iey α=           (3.17) 

При этом первый индекс указывает номер неизвестной функции,  
а второй - номер корня. Полученные таким образом  n частных 
решений  линейной  однородной системы образуют фундамен-
тальную систему решений этой системы. 

 

13  Такое название связано с тем, что к аналогичным уравнениям в астро-
номии приводилась задача определения периодов так называемых вековых 
неравенств (отклонений движения планет от эллиптического, имеющих 
периоды, исчисляемые веками). 
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Следовательно, общее решение однородной системы  диф-
ференциальных уравнений запишется в виде 

Y (x)=C1 Y1 (x)+C 2 Y 2 (x)+…+C n Y n (x) 
или 

),()()()( 11221111 xyCxyCxyCxy nn+++=   
),()()()( 22222112 xyCxyCxyCxy nn+++=   

                  ……………………………………………. 
  ),()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nnnnnn +++=   

где  ,1C  ,2C …, nC  - произвольные постоянные. 
Пример. Решить методом Эйлера систему 
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                              (3.18) 

Решение. Принимаем 
                             ,11

xkey α=     xkey 22 α= .                      (3.19) 
Подставляя (3.19)  в  (3.18),  получим алгебраическую систему 
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                        (3.20) 

Характеристическое уравнение системы  

                                 .0
12
14

=
−−−
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k

k
 

Следовательно, 
02)1)(4( =+−−−− kk      или     0652 =++ kk . 

Корни уравнения 21 −=k ,  32 −=k  - действительны и различны. 
Подставляя  21 −=k  в (3.20), получим 
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                              (3.21) 

Система (3.21) совместная, но неопределённая. Полагая 
,1111 ==αα  находим  .2212 == αα   Поэтому  

                               ,2
11

xey −=     xey 2
21 2 −= .                         (3.22) 

Подставляем теперь в систему (3.20)  .32 −=k  Получим 
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                            (3.23) 

Решение этой системы принимаем в виде ,1121 ==αα  .1222 ==αα  
При этом 

                               ,3
12

xey −=     .3
22

xey −=                           (3.24) 

Общее решение однородной системы (3.18) запишется в виде 

             ,)()()( 3
2

2
11221111

xx eCeСxyCxyCxy −− +=+=  
             .2)()()( 3

2
2

12222112
xx eCeСxyCxyCxy −− +=+=       (3.25)    

3.3. Метод вариации произвольных постоянных 
Этот метод применим к решению систем неоднородных ли-

нейных уравнений n-го порядка. Ограничимся для простоты нор-
мальной системой двух линейных уравнений с постоянными ко-
эффициентами 
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                     (3.26) 

Пусть общее решение однородной системы уравнений из-
вестно: 

                                  
,
,

22221120

12211110

yCyCy
yCyCy

+=
+=

                            (3.27) 

где 1С , 2C  - произвольные постоянные, а 11y , 21y , 12y , 22y  - част-
ные решения однородной системы, соответствующие различным 
корням характеристического уравнения. 

В соответствии с методом вариации частное решение неод-
нородной системы отыскивается в форме, аналогичной по струк-



туре общему решению однородной системы, но произвольные 
постоянные в (3.27) заменяются неизвестными функциями, то 
есть принимается 

                           ,)()( 1221111 yxCyxCy +=∗  
                           .)()( 2222112 yxCyxCy +=∗                         (3.28) 
Подстановка (3.28)  в (3.26) приводит к следующей системе 

двух дифференциальных уравнений первого порядка относитель-
но производных от неизвестных функций  )(1 xC , )(2 xC : 
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                     (3.29) 

Разрешая систему (3.29) по формулам Крамера, получим  
два  дифференциальных уравнения первого порядка 
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=′     (3.30)  

Интегрируя эти уравнения, находим варьируемые функции 
)(1 xС , )(2 xC  и подставляем их в (3.28). Общее решение системы 

(3.26) запишется в виде 
,1101 ∗+= yyy  

                                         .2202 yyy +=                 
 Пример.  Решить систему 
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                         (3.31) 

Решение. Общее решение  однородной системы,  согласно  
(3.25),  имеет вид 
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xx eCeСyCyCy −− +=+=           (3.32)  

         Принимаем частное решение системы (3.31) в виде 
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2
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                             .)()(2 3
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∗ +=                  (3.33) 
Подставляя (3.33) в (3.31), получим  
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Решение этой системы приводит к дифференциальным урав-
нениям первого порядка с разделяющимися переменными: 
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Интегрируя эти уравнения, получим 
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Поэтому 
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Общее решение системы запишется в виде: 
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                                                                                ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

ВАРИАНТЫ 
РАСЧЕТНО – ГРАФИЧЕСКОЙ  РАБОТЫ 

ПО ОБЫКНОВЕННЫМ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ  
УРАВНЕНИЯМ 

Вариант № 1 

 Решить уравнения: 

 1.  dxxyydyxydyxdx 22 2334 −=− ,     
 2.  )2/()23( 2223 xyyxyyx ++=′ , 
 3.  .0)32()323( 232 =+++++ dyyxxdxyyx     
 4.  Решить задачу Коши:  ,cos2 xtgxyy =+′    ( ) 2/14/ =πy .          
 Решить уравнения: 
 5.  022 =′′+′′′ yxctgy .             
 6.  163 −=′′′+′′′′ xyy ,                     
 7.  xxeyy x 3cos33sin1899 3 −+−=′−′′′ ,       
 8.  xyy 3cos/99 =+′′ . 
 9.  Решить краевую задачу:    xyyy sin252 −=+′+′′ ,  0)0( =y ,           
                                                                                         ( ) 16/ =πy .  
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
        задачи:       02 =+′′ yy λ ,     0)0( =y ,      0)( =′ πy . 
11.  Решить уравнение   12 +=−′′ xyxy . 

12.  Решить систему уравнений:  




++=′
+−=′

.cos2
,4 3

xzyz
ezyy x

 

Вариант № 2 
 Решить уравнения: 

 1.  dxxydyyxydyxdx 22 36 −=− ,    
 2.  )52/()103( 2223 xyyxyyx ++=′  
 3.  .0)5()5( 232 =−+− dyyyxdxxxy  
 4.  Решить задачу Коши:    ,22 3xxyy −=+′   ey /1)1( = .      



 5.  Решить уравнение  01
=+′−′′

chx
ycthxy . 

 Решить уравнения: 
 6.  56 +=′′−′′′ xyy ,                      
 7. ,sin2cos316 2 xxeyy x −+=′−′′′   
 8. ).1/(486 22 xx eeyyy −+=+′−′′  
 9.  Решить краевую задачу: xeyyy x 5sin44 2=+′−′′ ,    

                                                     0)0( =y ,   10
10

=





 πy .                          

10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y  
       задачи:      02 =+′′ yy λ ,    0)0( =′y ,    0)( =′ πy . 
11.  Решить уравнение   12 =−′−′′ yyxy  

12.   Решить систему уравнений   
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2xyz
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Вариант № 3 
 Решить уравнения: 
 1.  023 22 =+++ dyxydxyx ,      

 2.  22

23

22
43

xy
yxy

dx
dyx

+
+

= , 

 3. .01coscos1sinsin =







+−+






 ++ dy

y
xyxdx

x
xyy  

 4.  Решить задачу Коши:   ),1(
1

+=
+

−′ xe
x

yy x    1)0( =y .    

 5.  Решить уравнение   1)1( +=′′+′′′+ xyyx . 

 Решить уравнения: 
 6. 432 2 −+=′′−′′′ xxyy ,    
 7.  xxshyy sin2323 +=′+′′ ,             

 8.  
x

yy
4sin

1616 =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу: xeyyy x 4sin44 2−=+′−′′ ,  1)0( =y ,        
                                                                                          ( ) 04/ =πy . 



10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:       02 =+′′ yy λ ,   0)0( =′y ,    0)( =πy . 
11.  Решить уравнение   02 =−′′ yxy . 

12.  Решить систему уравнений  




−−=′

−=′

.sin52
,2

xeyzz
zyy

x
  

                                       Вариант № 4 
 Решить уравнения: 
 1.  015 22 =−′++ xyyy ,             

 2.  
xyx

yxyx
dx
dy

22
2
2

22

−
−+

= ,              

 3.  02cos1cos2 =



 +






−






 dyy

x
y

x
dx

x
y

x
y . 

 4.   Решить задачу Коши:    
x
x

x
yy ln2−=−′ ,    1)1( =y . 

 5.  Решить уравнение    .22 yxcthy ′′=′′′  

 Решить уравнения: 
 6.  32 +=− xyy IVV ,          
 7.  xexxyy 242cos322sin84 ++−=+′′ ,   

 8.  xe
yyy 21

486 −+
=+′−′′ . 

 9. Решить краевую задачу:    )cos3sin5(84 xxeyyy x −=+′−′′ ,   
                                                            0)0( =y ,    1)8/( =πy . 

10. Найти собственные значения  λ   и собственные функции y     
      задачи:         02 =+′′ yy λ ,   0)0( =′y ,    )()( ππ yy =′ . 
11. Решить задачу Коши:    1−+=′ yxy ,   1)0( =y .   
      Учесть пять членов разложения. 

12. Решить систему уравнений   




+=′
++=′

.2
,423 5

zyz
ezyy x

 



Вариант № 5 

  Решить уравнения: 

  1.  01
1
1

2

2

=+
−
−′

y
xyy ,              

  2.  242

2

++=
x
y

x
y

dx
dy ,                                    

  3.  0)2()sec( 22 =+++ dytgxxydxxyy . 

  4.    Решить задачу Коши:   ,2sincos xxyy =+′     0)0( =y . 

  5.  Решить уравнение   12 =′+′′ yxyx , 
  Решить уравнения: 
  6.  322 +=− xyy IVV ,                               
  7.  xexyy 4164cos1616 −=+′′ ,                  

  8.  
x

yy
3sin

99 =+′′ . 

  9.  Решить краевую задачу:  xxyy 3sin33cos2 −=+′′ ,  
                                                         1)0( =y ,   ( ) 03/ =πy .           
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:       02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    0)1( =y . 
11.  Решить уравнение    0=+′−′′ xyyxy . 

12.  Решить систему уравнений    




−+=′

++=′

.32
,22

4
212

211

x

x

eyyy
eyyy

 

Вариант № 6 

 Решить уравнения: 
 1.  014 22 =+++ dyxydxyx ,          

 2.  483 2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  0)(cos =++ dyxeydxe yy . 

 4.  Решить задачу Коши:    1
1
2 2

2 +=
+

−′ x
x

xyy ,    3)1( =y . 



 5.  Решить уравнение     yxtgy ′′=′′′ 55 , 

 Решить уравнения: 
 6.  123 2 +−=′−′′′ xxyy ,       

 7.  xxshyy 2cos5505 −=′+′′ ,             

 8.  x

x

e
eyy −

−

+
=′−′′

2
. 

 9.  Решить краевую задачу:  )cossin2(84 xxeyyy x −=+′−′′ ,     
                                                                  1)0( =y ,   ( ) 08/ =πy . 
10. Найти собственные значения  λ  и собственные функции  y    
      задачи:           02 =+′′ yy λ ,   0)( =αy ,    0)( =by . 
 11. Решить задачу Коши:  .3)0(,2)0(,32 =′=−′=′′ yyxyyy   

  Учесть 5 членов разложения. 

 12.  Решить систему уравнений   




−=′
++=′

.2
,4 2

yzz
ezyy x

 

Вариант № 7 

 Решить уравнения: 

 1.  dyyxdyydxy 223 =−+ ,            

 2.   yyx
dx
dyx ++= 222 , 

 3. 0)24()24( 2222 =−−+−− dyxxyydxyxyx    

 4.  Решить задачу Коши:  552
2 =
−

−′
x
xyy ,    4)2( =y . 

 5.   Решить уравнение    145 =′′+′′′ yxyx , 
 Решить уравнения: 
 6.  xxyyy 2323 2 +=′+′′+′′′ ,        
 7.  xexxyy 555sin105cos2025 +−=+′′ ,    
 8.  )3/(123 xeyyy −+=+′−′′ . 
 9.   Решить краевую задачу:  )cos4sin3(84 xxeyyy x +−=+′−′′ ,     
                                                                   1)0( =y ,   ( ) 012/ == πy . 
10.   Найти собственные значения λ  и собственные функции  y    



        задачи:     052 2 =+′+′′ yyy λλ ,   0)0( =y ,    0)( =ly . 
11.   Решить уравнение    024)1( =−′−′′− yyxyx . 

12.   Решить систему уравнений     




+=′

−=′

.2
,2
xeyz

zyy
 

Вариант № 8 

Решить уравнения: 

1.  0)8( =−+ dxeydye xx ,                     

2.  
yx
yx

dx
dy

−
+

=
2

2 , 

3.  0231
34

2

2 =−







+ dy

x
ydx

x
y

x
. 

4.  Решить задачу Коши:   2

2

2 1
2

1
2

x
x

x
xyy

+
=

+
+′ ,     

3
2)0( =y . 

5.  Решить уравнение         yytgx ′′=′′′ 2 , 
Решить уравнения: 
6.  12 2 −+=′′+′′′+′′′′ xxyyy ,    
7.  xxchyy 3sin323 −=′−′′ ,                             
8.  .8 ctgxyy =+′′  
9.  Решить краевую задачу:  xyyy 2sin52 −=+′+′′ ,   1)0( =y ,       
                                                                                     ( ) 06/ =πy . 
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции y    
       задачи:        052 2 =+′+′′ yyy λλ ,      0)0( =y ,    .0)( =′ ly  
11.  Решить задачу Коши:   ,2 xyy −=′    .1)0( =y   Учесть пять  
       членов разложения в степенной ряд. 

12   Решить систему уравнений   




++=′

−=′
− .5

,35
xezyz

zyy
 

Вариант № 9 

  Решить уравнения: 

  1.  dxxydyyxdyydxx 22 2366 −=− ,     



  2.  22

23

32
63

xy
yxy

dx
dyx

+
+

= , 

  3.  0)( 2
2 =+−

y
dyyx

y
dx . 

  4.  Решить задачу Коши:     
x

xe
x
yy x 1+
=+′ ,      ey =)1( . 

  5.  Решить уравнение    01
=+′′−′′′

x
yyx , 

  Решить уравнения: 
  6.  333 −=′−′′+′′′−′′′′ xyyyy ,          
  7.  xexxyy 23cos27sin1449 ++=+′′ ,          
  8.  )2/(25,04/ xctgyy =+′′ . 
  9. Решить краевую задачу:     xeyy x 2sin62 =′+′′ ,    
                                                  0)0( =y ,  ( ) 14/ =πy . 
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y       
       задачи:    052 2 =+′−′′ yyy λλ ,   0)0( =′y ,   .0)( =ly  
11.  Решить уравнение     22 xyxy =−′′ . 

12.  Решить систему уравнений     




+−=′
−=′

.sin22
,32

xzyz
zyy

 

Вариант № 10 

 Решить уравнения: 
 1.  045 22 =+++ dyxydxyx ,       

  2.  
xyx

yxyx
dx
dy

22

22

−
−+

= , 

  3.  0)1(2 =+−
x

dyxy
x
ydx . 

  4.  Решить задачу Коши:     2

2
x

x
yy =+′ ,    1)1( =y .                   

  5.  Решить уравнение    0=+′′+′′′ xyyx . 
  Решить уравнения: 



  6.  xxyyy IV 6122 2 −=′′+′′′+ ,    
  7.  xeyy x 2cos3636 6 −=′−′′′ ,           
  8.  )2/(123 xeyyy −+=+′−′′ . 
  9.  Решить краевую задачу:   )cos2(sin84 xxeyyy x −=+′−′′ ,       
                                                                 0)0( =y ,      ( ) 16/ =πy . 
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:         09 2 =+′′ yy λ ,    0)0( =′y ,     0)1( =′y . 
11.  Решить уравнение    2=+′−′′ yyxy . 

12.  Решить систему уравнений      




−=′
+=′

.sin5
,2

xyz
zyy

 

Вариант № 11 

Решить уравнения: 
 1.  0)4( =−+ dxedyey xx ,                 

 2.  yyx
dx
dyx ++= 222 , 

 3.  02 =−





 +

x
dydx

x
yxex . 

 4.  Решить задачу Коши:     3

12
xx

yy −=−′ ,   4)1( =y .               

 5.  Решить уравнение    yytgx ′=′′⋅ . 
 Решить уравнения: 
 6.  2384324 xyy −=′′−′′′ ,               
 7.  xxshyy 4cos34164 +=′+′′ ,                      
 8.  )2/(23 xx eeyyy +=+′+′′ − . 
 9.  Решить краевую задачу:  xeyyy x 5cos136 3−=+′+′′ ,  
                                                           0)0( =y ,  ( ) 13/ =πy .     
10.  Найти собственные значенияλ  и собственные функции  y    
       задачи:          02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    0)2/( =′ πy . 
11.  Решить уравнение   1)1( =++′′ xyy . 

12.   Решить систему уравнений      




−=′
++=′

.22
,162

zyz
xezyy x

 



                                       Вариант № 12 

 Решить уравнения: 
 1.  04 22 =++′− xxyyx ,                   

 2.  66
2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  0)( 222 =++ dyyxydxxy . 

 4.  Решить задачу Коши:    ,2 3x
x
yy =+′       

6
5)1( −=y . 

 5.  Решить уравнение:          xyyx =′′+′′′ , 
 Решить уравнения: 
 6.  2322 xyyy IV −=′′+′′′+ ,    
 7.  xxeyy x 3cos93sin1899 3 −+−=′−′′′ ,      

 8.  
x

yy
2sin

44 =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:  xyy 7cos2=+′′ ,  0)0( =y ,     
                                                                           ( ) 112/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y за-  
      дачи:        02 =+′′ yy λ ,   )1()0( yy =′ ,    )0()1( yy =′ . 
11. Решить уравнение   1)1( +=−+′′ xyxy . 

Решить системы уравнений: 

20.  




+−=′
−=′

.182
,2

xyzz
zyy

 

Вариант № 13 

 Решить уравнения: 
 1.  dxxydyyxdyydxx 22 222 −=− ,     

 2. 22

23

42
83

xy
yxy

dx
dyx

+
+

= , 

 3. 0)( 22 =++ dyyxydxxy . 

 4.  Решить задачу Коши:    x
x
yy 3=+′ ,    1)1( =y .                     

 5.  Решить уравнение:       1+′′=′′′ ytgxy . 



 Решить уравнения: 
 6.  22449 xyy −=′′+′′′ ,                    
 7.  xeyy x 7cos491449 7 −=′+′′′ ,      

 8.  
x

yy
2cos

44 =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:  xyyy cos52 −=+′+′′ ,    1)0( =y ,     
                                                                                   ( ) 012/ =πy . 
10.  Найти собственные значения  λ   и собственные функции  y   
       задачи:     02 =+′′ yy λ ,   )()0( πyy = ,   .0)( =′ πy  
11.  Решить уравнение     1=+′−′′ xyyxy . 

12.  Решить систему уравнений      




+−=′

−=′

.3
,42

xezyz
zyy

 

Вариант № 14 

Решить уравнения: 
 1. 011 22 =+++ dyxydxyx ,       

 2. 22

23

22
43

xy
yxy

dx
dyx

+
+

= , 

 3.  011
22 =

−
+

+ dy
xy

xydx
yx
xy . 

 4.  Решить задачу Коши:       x
x
yy sin=+′ ,    

π
π 1)( =y .            

 5.  Решить уравнение:      xyyx cos)sin1( ′′=′′′+ . 
 Решить уравнения: 
 6.  xyy 127 =′′−′′′ ,                          
 7.  xexyy 88sin64 −=+′′ ,                

 8.  
x

yy
4cos

1616 =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:  xeyyy x cos136 3−=+′+′′ ,  1)0( =y ,   
                                                                                        0)12/( =πy .   
10. Найти собственные значения λ   и собственные функции  y   
      задачи:     0106 2 =+′−′′ yyy λλ ,   0)0( =′y ,    .0)( =′ ly  



11.  Решить уравнение      23 =−′+′′ yyxy . 

12.  Решить систему уравнений    




+=′
−+=′

.63
,842

212

211

yyy
xyyy

 

Вариант № 15 

 Решить уравнения: 
 1.  0)5( 22 =−+ dxyedye xx ,       

 2.  ,3 22 yyx
dx
dyx ++=  

 3. 0)3()cos( 23 =+++ dyexydxxy y . 

 4.  Решить задачу Коши:     121
2 =

−
+′ y

x
xy ,      1)1( =y . 

 5.  Решить уравнение:   .77 yxthy ′′=⋅′′′  
 Решить уравнения: 
 6.  11213 −=′+′′−′′′ xyyy ,       
 7.  xexyy 102sin425 −=′−′′′ ,              
 8.  xctgyy 244 =+′′  
 9.  Решить краевую задачу:  xeyy x sin32 =′+′′ ,    0)0( =y ,  

                                                                           0)( =πy . 
10.  Найти собственные значения λ   и собственные функции  y  
       задачи:    02 =+′′ yy λ ,   )0()0( yy =′ ,   )0()1( yy =′ . 
11.  Решить уравнение   04 =−′−′′ yyxy . 

12. Решить систему уравнений   




+−=′
++=′

.22
,2

xyz
ezyy x

 

Вариант № 16 
 Решить уравнения: 
 1.  ydyxydydxy 224 =−+ ,          

 2.  882 2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  0)(
22 2 =++ dytgyyexdxxe yy . 



 4.  Решить задачу Коши:   
x
y

xdx
dy 32

3 −= ,   1)1( =y .            

 5.  Решить уравнение    
x

yxyx 12 =′′+′′′ . 

 Решить уравнения: 
 6.  xyy =′′′+′′′′ ,                          
 7.  xexxyy 55sin5cos225 +−=+′′ ,            

 8.  
)3(

123 xe
yyy −+
=+′−′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:   xyyy 2sin352 −=+′+′′ ,    1)0( =y ,     
                                                                                            ( ) 08/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ и собственные функции y  
       задачи:          02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    )()( byby =′ . 
11.  Решить уравнение     04 =−′−′′ yyxy . 

12.  Решить систему уравнений       




−−=′
+−=′

.cos2
,sin34

xzyz
xzyy

 

Вариант № 17 

 Решить уравнения: 
 1.  dxxydyyxydyxdx 22 3266 −=− ,                   

 2.  362 2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  0
2222

=










+
++











+
+ dy

yx
yxdx

yx
xy . 

 4.  Решить задачу Коши:     xx
x
yy sin=−′ ,  1

2
=






πy .    

 5.  Решить уравнение   32 2)1( xyxyx =′+′′+ . 
 Решить уравнения: 
 6.  244 xxyyy −=′′+′′′+′′′′ ,         
 7.  xxeyy x sin2cos316 2 −+=′−′′′ ,       

 8.  x

x

e
eyyy 2

2

1
486 −+

=+′−′′ . 



 9. Решить краевую задачу:     xxyy 5sin35cos2 +=+′′ ,    
                                                          1)0( =y ,   ( ) 05/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y  
       задачи:     02 =+′′ yy λ ,   0)0( =′y ,    )()0()( byyby +=′ . 
11.  Решить уравнение    12 =−′+′′ yyxy .  

12.  Решить систему уравнений    




+−=′

+−=′
− .23

,2

122

121

xeyyy
xyyy

 

Вариант № 18 

 Решить уравнения: 

 1.  0ln =+
dx
dyxyy ,                   

 2.  
xyx

yxyx
dx
dy

23
3

2

22

−
−+

= , 

 3.  [ ] 0)sin(2sin)sin( 22 =++++ dyyxydxxyx . 

 4.  Решить задачу Коши:    
2)1(2 2

x
x

xyy =
−

+′ ,   
3
2)0( =y .        

 5.  Решить уравнение  02 =′′+′′′ yyx . 
 Решить уравнения: 
 6.  242 xyyy =′′+′′′+′′′′ ,      
 7.  xxshyy sin3222 +=′+′′ ,             

 8.  
x

yy
4sin

1616 =+′′ . 

 9. Решить краевую задачу:   xeyyy x 5sin44 2=+′−′′ ,  0)0( =y ,     
                                                                                         ( ) 110/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y  
      задачи:      02 =+′′ yy λ ,   )()0( πyy ′=′ ,    0)( =πy . 
11. Решить задачу Коши:    1=+′′ xyy ,   0)0( =y ,   1)0( =′y . 

12.  Решить систему уравнений   




−−=′

+−=′

.25
,8

2xezyz
xzyy

 



Вариант № 19 

Решить уравнения: 

1.  xx ye
dx
dye =+ )1( ,                 

2.  yyx
dx
dyx ++= 2223 , 

3.  03

2
2

2
2 =








−+








+ dy

y
xyxdx

y
xxy . 

4.  Решить задачу Коши:    3xxyy −=+′ ,    3)0( =y .          
 5.  Решить уравнение   134 =′+′′ yxyx . 
Решить уравнения: 
6.  15 2 −=′′+′′′ xyy ,             
7.  xeyy x 6sin236 6 +=+′′ ,     

8.  
x

yy
π

ππ
cos

2
2 =+′′ . 

9.  Решить краевую задачу: xxyy 5sin35cos2 +=+′′ ,    1)0( =y ,      
                                                                                           ( ) 05/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:     02 =+′′ yy λ ,   0)0( =′y ,    0)1( =′y . 
11.  Решить уравнение    xeyyxy =+′−−′′ 2)24( . 

12.  Решить систему уравнений   




−=′
+−=′ −

.22
,42 2

zyz
ezyy x

 

Вариант № 20 

 Решить уравнения: 

 1.  01 22 =++− xxy
dx
dyx ,                

 2.  128
2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  [ ] 0)cos(2)cos(22sin =+−+− dyyxdxyxx . 

 4.  Решить задачу Коши:     2)1(
1

2
+=

+
−′ xe

x
yy x ,    1)0( =y . 



 5.  Решить уравнение   123 =′′+′′′ yxyx , 
 Решить уравнения: 
 6. 244 xxyyy −=′′+′′′+′′′′ ,             
 7.  xxchyy 3sin222 +=′−′′ ,                         

 8.  x

x

e
eyy 3

3

1
93
+

=′+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:   xyyy 2sin352 −=+′+′′ ,     1)0( =y ,    
                                                                                        ( ) 012/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ   и собственные функции  y  
       задачи:       02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    ( ) 02/ =πy . 
11.  Решить уравнение     2=+′−′′ xyyxy . 

12.   Решить систему уравнений    




+=′
−=′

.2
,cos5

zyz
xzy

 

 

Вариант № 21 
 Решить уравнения: 
 1.  dxxydyyxydyxdx 22 3226 −=− ,            

 2.  22

23

62
123

xy
yxy

dx
dyx

+
+

= , 

 3. 0111
22222

=









−+

+
+










++

+
dy

y
x

yyx
ydx

yxyx
x .  

 4.  Решить задачу Коши:     xxexyy x sin2
2−=+′ ,    1)0( =y .            

 5. Решить уравнение    .2yytgx ′′=′′′⋅   
 Решить уравнения: 
 6.  xyy 127 =′′−′′′ ,                         
 7.  xexxyy 2cos6sin2 +−=+′′ ,    

 8.  x

x

e
eyy −

−

+
=′−′′

2
. 

 9.  Решить краевую задачу:  )cos(sin42 xxeyy x +=′+′′ ,       
                                                            0)0( =y ,  ( ) 12/ =πy . 
10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:   02 =+′′ yy λ ,      ),1()0( yy =′       ).0()1( yy =′  



11. Решить задачу Коши:   yxeyy +=′ ,   0)0( =y .  Учесть  пять   
      членов  разложения. 

12.  Решить систему уравнений   




+−=′
−+=′

.2sin
,12sin 2

xyz
xzy

 

Вариант № 22 

 Решить уравнения: 

 1.  0)ln1( =++
dx
dyxyy ,                 

 2.  
xyx

yxyx
dx
dy

4
3

2

22

−
−+

= , 

 3. [ ] 0)cos(2)(22sin =+−+− dyyxdxyxсosx . 

 4.  Решить задачу Коши:     3)1(
1

2
+=

+
−′ x

x
yy ,    

2
1)0( =y . 

 5.  Решить уравнение   yxchy ′′=+′′′ 22 . 
 Решить уравнения: 
 6.  xxyyy 2323 2 +=′+′′+′′′ ,     
 7.  xeyy x cos2 +=′−′′′ ,              
 8.  xctgyy 244 =+′′ . 
 9.  Решить краевую задачу:  xeyyy x 6sin44 2−=+′−′′ ,   1)0( =y ,   
                                                                                           ( ) 02/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:         02 =+′′ yy λ ,   0)0( =′y ,    ).0()( yay =  
11. Решить задачу Коши:  yxy cos2 +=′ ,  0)0( =y .  Учесть пять   
       членов разложения. 

12.  Решить систему уравнений   




+−=′

−=′

.34
,2

2xyzz
xzy

 

Вариант № 23 

 Решить уравнения: 

 1. xx e
dx
dyye =+ )3( ,                  



 2.  yyx
dx
dyx ++= 2232 , 

 3.  03

2
2

2
2 =








−+








+ dy

y
xyxdx

y
xxy . 

 4.  Решить задачу Коши:    xx
x

yy 2
2

3 +=
+

−′ ,  2/3)1( −=−y .      

 5.  Решить уравнение   134 =′+′′ yxyx , 
 Решить уравнения: 
 6.  223 xyyy −=′+′′+′′′ ,         
 7.  xxshyy 2cos322 −=−′′ ,                   

 8.  x

x

e
eyyy 3

3

1
9189 −+

=+′−′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:   )cos(sin22 xxeyy x +−=′+′′ ,    
                                                              1)0( =y ,  0)2/( =πy . 
10.  Найти собственные значения λ   и собственные функции y  
       задачи:     022 2 =+′−′′ yyy λλ ,   0)0( =′y ,    0)( =′ ly . 
11.  Решить задачу Коши:   ,32 yxy +=′     .1)1( =y    Учесть пять  
       членов разложения. 

12.  Решить систему уравнений  




+−=′
−=′

.2
,23

212

211

xyyy
yyy

 

Вариант № 24 

 Решить уравнения: 

 1.  013 22 =−++
dx
dyyxy ,             

 2.  5104 2

2

++=
x
y

x
y

dx
dy , 

 3.  0231
34

2

2 =−







+

x
dyydx

x
y

x
. 

 4.  Решить задачу Коши:   )1(
1

+=
+

−′ xe
x

yy x ,   1)0( =y . 

 5.  Решить уравнение       02 =′′+′′′ yyx , 



 Решить уравнения: 
 6.  xxyy 36 2 +=′′−′′′ ,                 
 7.  xexxyy 242cos2sin24 ++=+′′ ,       

 8.  
x

yy
π

ππ
sin

2
2 =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:   xxyyy 7sin37cos2 +=+′+′′ ,      
                                                              0)0( =y ,    .1)7/( =πy  
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y   
       задачи:     02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    )1()0()1( yyy +′=′ . 
11.  Решить задачу Коши:      ,2yyxy −′=′′   1)0( =y ,   2)0( =′y .  
       Учесть пять членов разложения. 

12.  Решить систему уравнений   ( )



−−+=′

+−−=′

.1336
,224
xezyz

zyy
 

Вариант № 25 

 Решить уравнения: 
 1.  dxxydyyxydyxdx 22 −=− ,                 

 2.  
yx
yx

dx
dy

−
+

= , 

 3. 02cos1cos 2 =





 +−






 dyy

x
y

xx
dx

x
yy . 

 4.  Решить задачу Коши:    xx
x
yy sin=−′ ,   1)2/( =πy . 

 5.  Решить уравнение   yxxy ′′=′′′ ln . 
 Решить уравнения: 
 6.  xxyy +=′−′′′ 2 ,               
 7.  xexxyy 4cos6sin10 ++=′−′′′ ,         

 8.  
)/cos(

1
22 πππ x

yy =+′′ . 

 9.  Решить краевую задачу:     )cos(sin2 xxeyy x +=′+′′ ,     
                                                           1)0( =y ,   0)2/( =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y    



      задачи:       02 =+′′ yy λ ,   0)0( =y ,    0)1( =′y . 
11. Найти решение задачи Коши: xyyy +′=′′ 2)( ,  4)0( =y ,    
      2)0( =′y .  Учесть пять членов разложения.  

12.  Решить систему уравнений    




−′=′
+−=′

.2
,cos

212

211

yyy
xyyy

 

Вариант № 26 

 Решить уравнения: 
 1.  ydyxydydxy 224 =−+ ,          
 2.  yyxyx ++=′ 22 , 
 3.  0)1(3 32 =−+ dyexdxex yy . 
 4.  Решить задачу Коши:    xxyy sin/ =+′ ,    ππ /1)( =y . 
 5.  Решить уравнение    123 =′′+′′′ yxyx , 
 Решить уравнения: 
 6.  xyyyy 233 =′−′′+′′′−′′′′ ,      
 7.  xxchyy 3sin2,4164 +=′−′′                    

 8.  .
3

93 3

3

x

x

e
eyy −

−

+
=′−′′  

 9.   Решить краевую задачу: 
)cos4sin3(84 xxeyyy x +−=+′−′′ ,     0)0( =y ,      ( ) 14/ =πy . 

10.  Найти собственные значения λ  и собственные функции  y  
       задачи:    02 2 =+′′ yy λ ,    )1()0( yy =′ ,     0)1( =′y . 
11.  Решить уравнение    0cos =+′′ xyy . 

12.  Решить систему уравнений     




+−=′

+−=′

.34
,52
2xyzz

xyzy
 

Вариант № 27 

Решить уравнения: 
1.  011 22 =+′++ xyyyx ,        
2. 3/6/2 22 ++=′ xyxyy , 



3.  ,0)/2cos(2)/2cos(23 2
2 =

⋅
−








+ dy

y
yxxdx

y
yxx  . 

4.  Решить задачу Коши:     22/ xxyy =+′ ,  1)1( =y .           
5.  Решить уравнение    yyx ′′=′′′2 . 
Решить уравнения: 
6.  2)2(5 +=′′′−′′′′ xyy ,              
7.  xexyy 363sin9 −−=+′′ ,           
8.  ctgxyy 4=+′′ . 
9.  Решить краевую задачу:      )cos(sin2 xxeyy x +=′+′′ ,     
                                                            0)0( =y ,   ( ) 12/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ   и собственные функции  y  
      задачи:     02 =+′′ yy λ ,   ,0)0( =y    )1()1( yy =′ . 
11.  Решить уравнение    02 =−′−′′ yyxy . 

12.  Решить систему уравнений    




−=′
+−=′

.2
,sin34

zyz
xzyy

 

Вариант № 28 

 Решить уравнения: 
 1.  dyyxydxx )cos1(cos)cos1/(sin 2 −=+ ,  
 2.  dxyyxdyxxy )32()2( 3232 +=+ , 
 3.  0)cos(ln)sin/( =+++ dyyxdxxxy . 
 4.  Решить задачу Коши:    22 xyxy −=+′ ,   2)1( =y .     
 5.  Решить уравнение               yyxtg ′=′′)2( . 
 Решить уравнения: 
 6.  12 2 −=′+′′+′′′ xyyy ,        
 7.  xexyy 38sin64 −=−′′ ,        

 8.  .
1+

=−′′ x

x

e
eyy  

 9.  Решить краевую задачу:  xyy 2cos4 =+′′ ,   1)0( =y ,  ( ) 21 =y . 
10. Найти собственные значения λ   и собственные функции  y  
       задачи:      02 =+′′ yy λ ,   ,0)0( =y    0)( =′ ly . 
11.  Решить уравнение    1=+′+′′ yyxy , 



12.  Решить систему уравнений     




+=′
+=′

.3
,sin4

zyz
xzy

 

Вариант № 29 

Решить уравнения: 
1.  dyyxydxсosx )sin1(sin)sin1/( 3 +=− , 
2.  0)103()25( 2323 =+−+ dxyxydyxyx , 
3.  0])[sin(])[sin( 2 =+++−+ dyyyxdxxyx . 
4.  Решить задачу Коши:   xyyctgx 2cos=+′ ,   4/1)4/( =πy .      
5.  Решить уравнение:   .xyy =′+′′  
Решить уравнения: 
6.  282 xyy =′′−′′′ ,                     
7.  xexyy 62sin25 −=′−′′′ ,        
8.  xeyyy x /2 −=+′+′′ .     
9.  Решить краевую задачу:    12 2 −=′+′′ xyy ,      1)0( =y ,       
                                                                                ( ) 02/ =πy . 
10. Найти собственные значения λ  и собственные функции  y  
      задачи:    02610 2 =+′+′′ yyy λλ ,   0)0( =y ,    0)( =ly . 
11.  Решить уравнение    12 −=+′+′′ xyyxy , 

12.  Решить систему уравнений   




−=′
++=′

.2
,4

212

211

yyy
xyyy

 

Вариант № 30 

 Решить уравнения: 
 1. )cos1/(cos1sin)1( xydydxyсosx +=++ , 
 2. 0)2()( 22 =+−+ dxyxydyxyx , 
 3. 0)(sin)1( =+++ dyxeydxe yy , 
 4.  Решить задачу Коши:    xyyx ln−=−′ ,    1)2( =y .             
 5. Решить уравнение     ctgxyctgxy =′′−′′′ )( . 
 Решить уравнения: 
 6. 224 xyy =′+′′ ,                        



 7. xxeyy x sin2cos4 2 −+=′−′′ ,       

 8. .
1

2
2x

eyyy
x

+
=+′−′′  

 9. Решить краевую задачу:  ),1(56 5 +=+′−′′ xeyyy x   1)0( =y ,      
                                                                                             ( ) 11 =y . 
10. Найти собственные значения λ   и собственные функции  y  
      задачи:   04012 2 =+′+′′ yyy λλ ,   0)0( =y ,    0)1( =y . 
11.  Решить уравнение    22 xyyxy =+′+′′ . 

12.  Решить систему уравнений    




+=′
−−=′

.34
,2

12

2
121

xyy
xyyy

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                       



                                                                               ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
Вопросы для самопроверки  

1. Формы записи обыкновенного дифференциального  уравнения 
первого порядка. 

2. Теорема существования и единственности решения для диффе-
ренциального уравнения первого порядка. 

3. Понятие общего и частного решений дифференциального  урав-
нения первого порядка.  

4. Понятие общего и частного  интегралов дифференциального  
уравнения первого  порядка.  

5. Постановка задачи Коши для дифференциального уравнения 
первого порядка. 

6. Геометрический смысл общего интеграла  обыкновенного  диф-
ференциального уравнения первого порядка. 

7. Геометрический смысл обыкновенного дифференциального 
уравнения первого порядка.   

8. Определение изоклин дифференциального уравнения первого 
порядка, уравнение семейства изоклин.  

9. Дифференциальные  уравнения с разделенными и разделяющи-
мися переменными. 

10. Однородные дифференциальные  уравнения первого порядка.  
11. Дифференциальные  уравнения, приводящиеся к однородным, 

применяемые подстановки. 
12. Линейные дифференциальные  уравнения первого порядка.  
13. Метод вариации произвольной постоянной. 
14. Метод произведений (Бернулли) решения линейных дифферен-

циальных  уравнений первого порядка. 
15. Уравнение Бернулли.  
16. Уравнение в полных дифференциалах.  
17. Формы записи дифференциальных  уравнений  n – го порядка. 
18. Общее и частное решения дифференциального  уравнения n – го 

порядка.  
19. Постановка задачи Коши для дифференциального уравнения n-

го порядка. 
20.  Постановка краевой задачи для дифференциального уравнения  

n – го порядка. 
21. Решение уравнения )()( xfy n =  методом понижения порядка. 



22. Решение уравнения ),( yxfy ′=′′  методом понижения порядка.  
23. Теорема о структуре общего решения линейного однородного 

дифференциального уравнения  n – го порядка. 
24. Понятие фундаментальной системы решений линейного одно-

родного дифференциального уравнения  n – го порядка.  
25. Построение фундаментальной системы решений линейного од-

нородного дифференциального уравнения  n – го порядка с по-
стоянными коэффициентами. 

26. Характеристическое уравнение, его связь с линейным однород-
ным дифференциальным уравнением  n – го порядка. 

27. Вид частных линейно независимых решений линейного одно-
родного дифференциального уравнения  n – го порядка в зави-
симости от вида корней характеристического уравнения. 

28. Теорема о структуре общего решения линейного неоднородного 
дифференциального уравнения  n – го порядка. 

29. Решение линейных неоднородных дифференциальных  уравне-
ний с постоянными коэффициентами. Метод подбора частного 
решения для правых частей вида ,)()( x

n exPxf α=   
 ,sincos)( xNxMxf ββ +=     .sin)(cos)()( xexQxexPxf xx ββ αα +=  

30. Решение  линейных  неоднородных  дифференциальных  урав-
нений методом вариации произвольных постоянных. 

31. Постановка задачи на собственные значения для линейного од-
нородного дифференциального уравнения  2 – го порядка. 

32. Интегрирование дифференциальных уравнений с переменными 
коэффициентами методом степенных рядов. 

33. Системы дифференциальных  уравнений. Понятие нормальной 
системы. Понятия  общего и частного решений системы. Поста-
новка задачи Коши для системы дифференциальных уравнений.  
Теорема  о  приведении дифференциального уравнения n-го по-
рядка к нормальной системе. Метод исключения неизвестных. 

34. Решение нормальной системы линейных однородных диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами мето-
дом Эйлера. Характеристическое (вековое) уравнение. 

35. Решение системы линейных неоднородных  дифференциальных  
уравнений  методом вариации произвольных постоянных. 

 
 



Дополнительные задачи 
 

Уравнения с разделяющимися переменными 
22 11 yxyy −=−′  

2yyyx =+′  212 yxyy −=′  

yyyx ln=′  
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x
yyy
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( ) 22 3 yyyxy +=′+  
22 1 xyxxy +=+′  ( ) 33 xxyyy +=′+  

( ) ( )xyyyx −=′− 32 1  ( )xx eyye +=′ 12
 02 =+ dydxxy  

 

Однородные уравнения 
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Линейные уравнения первого порядка 
xex
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yy 33
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x
yy sin=+′  

233 ++=+′ xxyyx  
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x
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x
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xeyy x 5sin=−′  tgxctgxyy =⋅−′  xexyy x sin2
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Уравнения, допускающие понижение порядка 
0=′−′′ ctgxyy  ( ) 021 2 =′−′′+ yxyx  

x
yyx 1
=′+′′  

( ) xyyx cossin1 ′=′′+  022 =′+′′ yxctgy  02 =′−′′ ytgxy  

2

11
x

y
x

y =′+′′  0
ln
1
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xx
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−
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11 2 −=′−′′ xy
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y  14 3 −=′−′′ xy
x
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1=′′−′′′ ytgxy  

Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами 
06 =−′+′′ yyy  0823 =−′−′′ yyy  023 =′+′′+′′′ yyy  

0136 =+′−′′ yyy  052 =+′+′′ yyy  032 =′+′′+′′′ yyy  

044 =+′−′′ yyy  0168 =′+′′+′′′ yyy  096 =+′′− yyyiV
 

023 =−′−′′′ yyy  044 =−′+′′−′′′ yyyy  035 =+′−′′+′′′ yyyy  

08126 =+′+′′+′′′ yyy  0168 =′+′′′+ yyyV  02 =++ ivvvi yyy  

0124864 =′′+++ yyyy ivviviii  0=− yyiv  0=+ yyiv  

Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами 
)1(245 xxyyy −=+′−′′  xeyyy 3245 =+′−′′  xyyy sin245 =+′−′′  

2322 xyyy −=+′+′′  
xeyyy −=+′+′′ 52  xyyy cos52 =+′+′′  

122 2 −=′′+′′′+ xyyy IV
 

xxeyyy 52510 =+′−′′  
xexyyy 2)1(52 +=+′+′′  

xex
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xyy 2sin4 =+′′  xyy 3cos9 =+′′  xxyy 4cos=+′′  

Решить задачу Коши 
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Решить краевую задачу 



.0)2/(,1)0(
),2cos(sin2

==
−=′−′′

πyy
xxeyy x

 
,42 3xeyyy =+′+′′  

0)1(,1)0( == yy . 1)2/(,0)0(
,1106
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−=+′+′′

πyy
xyyy

 

0)1(,0)0(
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xyyy

 
xyy cos=+′′ , 

0)2/(,1)0( == πyy  .3)2/(,2)0(
,sin3106

==
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πyy

xyyy
 

Указать вид частного решения с неопределенными коэффициентами 
xxyyy 2sin44 2=′+′′−′′′  xeyyy x 2cos52 =+′−′′  xexyy 32 )2(3 −+=′+′′  

xxxyyy sincos42 +=−′−′′  

xx
xxyy

3sin2
3cos9 2

+
+=+′′

 xexyy x cos2=+′′
 

xxxyyy sin2cos2 −=+′+′′  xexyyy −=+′+′′ 222  

[ ]xxxe
yyy

x sincos)1(
4

++=

=−′+′′
 

xxyyy 2cos42 2=+′+′′  

xe
yyy

x 2cos
32

−=

=+′+′′
 

xxe
yyy

x 2sin
136

3=

=+′−′′
 

xeyyy x sin54 2−=+′+′′  xxeyyy x cos23 =−′−′′  

xex
yyy

x 2cos)2(
136

3−−=
=+′+′′

 

Решить методом вариации произвольных постоянных 
xctgyy 24 =+′′  

x
eyyy

x

=+′−′′ 2  xe
yy −+
=′−′′

1
1

 

x
yy 2cos

1
=+′′  

21
2

x
eyyy

x

+
=+′−′′  

24
2

x
eyyy

x

−
−=+′−′′  

)2/cos(4
1

4 x
yy =+′′  

x
yy

sin
1

=+′′  
21

2
x

eyyy
x

+
=+′+′′

−

 

tgxyy =+′′  xtgyy 2=+′′  

1−
=−′′ x

x

e
eyy  

x
yy 2sin

1
=+′′  

xx eeyy +=′−′′ 12  xx eeyy 22 1−=′−′′  

Найти собственные значения и собственные функции задачи 
,02 =+′′ yy λ   

0)2()0( == lyy  

,02 =+′′ yy λ  

0)()0( ==′ byy  

,02 =+′′ yy λ   

0)0()()0( =+′= ylyy  

,02 =+′′ yy λ   

0)()()0( =−′=′ lylyy  

,02 =+′′ yy λ  

0)()( =′=′ byay  

,02 =+′′ yy λ   ,0)0( =′y  

)1()0()1( yyy +=′  

,02 =+′′ yy λ ),1()0( yy =   

)1()0()1( yyy +′=′  
 

,0106 2 =+′−′′ yyy λλ
0)1()0( == yy  

,0106 2 =+′−′′ yyy λλ
0)2()0( =′= πyy  

,0106 2 =+′−′′ yyy λλ  ,052 2 =+′+′′ yyy λλ  ,052 2 =+′+′′ yyy λλ  



0)()()0( =+′= ππ yyy  0)()0( == πyy  0)()0( == lyy  

,0106 2 =+′−′′ yyy λλ  

0)()0( == πyy  

,052 2 =+′+′′ yyy λλ  

0)2/()0( == πyy  

,052 2 =+′+′′ yyy λλ  

0)()(,0)0( =′+= lylyy  

Системы линейных однородных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами 

  




+=′
+=′

212

211

7
,2

yyy
yyy

   




+−=′
−=′

212

211

85
,36
yyy

yyy
   





+=′
+=′

212

211

7
,2

yyy
yyy

 

  




+=′
−=′

212

211 ,3
yyy
yyy

   




−−=′
+=′

212

211

3
,4

yyy
yyy

   




−=′
+=′

212

211

23
,42

yyy
yyy

 

  




−=′
+=′

212

211

3
,35

yyy
yyy

   




+=′
−−=′

212

211

36
,24

yyy
yyy

   




−=′
+=′

212

211

2
,

yyy
yyy

 

  




−=′
−−=′

212

211 ,3
yyy

yyy
   





+=′
+=′

212

211

36
,3

yyy
yyy

   




+=′
−=′

212

211

2
,32

yyy
yyy

 

  




+=′
−=′

212

211

44
,
yyy

yyy
   





−=′
+=′

212

211

22
,2

yyy
yyy

    




+=′
−=′

212

211

33
,3

yyy
yyy

 

Системы линейных неоднородных дифференциальных уравнений с 
постоянными  коэффициентами 





+−=′
=′

2
12

21 ,
xyy

yy
 





+−−=′
+=′

12
,42

212

211

yyy
yyy

 




+=′
+−=′

xyy
xyy

42
,32

12

2
21  





+=′
−=′

xyy
yy

32
,5,0

12

11  




−+=′
++−=′

2
212

211 ,1232
xyyy

xyyy
 




+−=′
−=′

2
122

121

23
,2

xyyy
yyy

 





−−−=′
++=′

64
,125

212

211

yyy
yyy

 




+=′
++=′

212

3
211 ,253

yyy
eyyy x

 




+−=′
+−−=′

xyyy
xyyy

cos2
,sin3

212

211  





+−−=′
+=′

xeyyy
yyy

254
,97

212

211
 




=+−′
=++′
0

,3

212

211

yyy
eyyy x

 




−−−=′
++−=′

xyyy
xyyy
2cos342
,2sin32

212

211  





−=′
++=′

122

211

3
,34

yyy
xyyy

 




+−=′
+−=′

212

211

38
,

yyy
xeyyy x

 




−=′+′
+=′−′

2121

221

22
,
yyyy

xyyy
 

 
 
 
 
 
 
 



                                                                                                                             ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
 

ВАРИАНТЫ  ТЕСТОВЫХ  ЗАДАНИЙ  ПО  
ОБЫКНОВЕННЫМ  ДИФФЕРЕЦИАЛЬНЫМ  

УРАВНЕНИЯМ 

ВАРИАНТ № 1 

ЗАДАНИЕ  № 1. 

Общий интеграл дифференциального уравнения xdx
y
dy

=2  имеет 

вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  Cx
y

+=−
2

1 2

   2)  Cx
y

+=− 21    3) Cxy +=
2

2

   4)  Cx
y

+=
2

1 2

. 

ЗАДАНИЕ  № 2. 
Укажите интегральную кривую решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения  .1)1(;2 ==′ yyyx  
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:       1)  D    2)  C      3)  A      4)  B. 

 
ЗАДАНИЕ  № 3. 
Дано  дифференциальное уравнение третьего порядка  .2+=′′′ xy  
Тогда общее решение уравнения имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  Cxxy ++= 34

3
1

4
1       2)   32

2

1
34

26
1

24
1 CxCxCxxy ++++=  



3)   32

2

1
34

23
1

24
1 CxCxCxxy ++++=            

4) .32
2

1
34 CxCxCxxy ++++=  

ЗАДАНИЕ  №  4. 
Решение задачи Коши  ,xy =′′  2)0(,1)0( =′= yy   имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1) 
6

3xy =     2) xxy 2
6

3

+=    3) 12
6

3

++= xxy     4) .12
2

2

++= xxy   

ЗАДАНИЕ  № 5. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка ,0=′+′′ yyx   
тогда его общее решение имеет вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 6. 
Корни характеристического уравнения равны === 321 ,2 kikk  

.24 ik −==  тогда общее решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами будет 
иметь вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 7. 
Известна фундаментальная система решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения:  .,,1 2

31 xyxyy ===   
Тогда частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 
условиям  ,1)0(,1)0(,0)0( =′′=′= yyy   равно: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  x+1       2)  
2

2x       3)  
2

2xx +       4)  
2

1
2xx ++ . 

ЗАДАНИЕ  № 8. 
Общее решение дифференциального уравнения 09 =′+′′′ yy  имеет 
вид: 
Ответ  



ЗАДАНИЕ  № 9. 
Частному решению линейного неоднородного дифференциально-
го уравнения  165 +=+′−′′ xyyy    по виду его правой части соот-
ветствует  функция 
ВАРИАНТЫ  ОТВЕТОВ:   1) BxAxy +=∗

2     2) xx BeAey 32 +=∗     
3) )(2 BAxey x +=∗      4)  BAxy +=∗ . 

ЗАДАНИЕ  № 10. 
Дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами  .
1

65
2

x

x

e
eyyy
−

=+′−′′  В каком виде 

следует искать частное решение неоднородного уравнения мето-
дом вариации произвольных постоянных? 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 11. 
Решение краевой задачи  ,10,0 ≤≤=′′ xy    2)1(,1)0( == yy    
имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:    
1) 1−= xy     2) xy =     3) 1+= xy      4) .13 += xy   

ЗАДАНИЕ  № 12. 
Общее решение системы  дифференциальных уравнений  





+=′
+=′

1
,2

12

21

yy
yy

       имеет вид: 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)   




−=

+=
−

−

x

x

eCy
eCCy

22

211 ,
            2)   





−−=

−+=
−

−

2
,1

212

211

xx

xx

eCeCy
eCeCy

      

3)    




−=

+=

2
,

22

211

x

x

eCy
eCCy

             4)   




−=

−+=

.2
,1

22

211

x

x

eCy
eCCy

   

ВАРИАНТ № 2 
ЗАДАНИЕ  № 1. 
Общий интеграл дифференциального уравнения  dxxydy 23/ =   
имеет вид 



ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1) Cx
y

+=−
32

1 3

2   2) Cx
y

+=
32

1 3

2   3) Cx
y

+= 3
2

1    4) Cx
y

+=
3

1 3

4 . 

ЗАДАНИЕ  № 2. 
Укажите интегральную кривую решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения  );1(2 −=′ yyx    .2)1( =y  
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:       1)  D      2)  C     3)  A      4)  B. 
 

 
ЗАДАНИЕ  № 3. 
Дано  дифференциальное уравнение третьего порядка  .1 xy −=′′′  
Тогда общее решение уравнения имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:     

1) 32

2

1

43

2123
CxCxCxxy +++−=    2) 32

2
1

43 6 CxCxCxxy +++−=   

3) xCxCxxy 2

2

1

43

2123
++−=            4) .

2246 32

2

1

43

CxCxCxxy +++−=  

ЗАДАНИЕ  № 4. 
Решение задачи Коши  ,1+=′′ xy   0)0(,0)0( =′= yy    имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  
26

23 xxy +=    2)  
6

3xy =      3)  2
3

6
xxy +=      4)  .1

2
2

3

++= xxy   

ЗАДАНИЕ  № 5. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка  ,0=′−′′ yyx    
тогда его общее решение имеет вид 
Ответ  



ЗАДАНИЕ  № 6. 
Корни характеристического уравнения равны 24321 ==== kkkk , 
тогда общее решение линейного однородного дифференциально-
го уравнения будет иметь вид 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 7. 
Известна фундаментальная система решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения: .,,1 2

321 xyxyy ===  
Тогда частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 
условиям  ,1)0(,0)0(,0)0( =′′=′= yyy   равно: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  21 x+        2)  21 x−        3)  
2

2x         4)  
2

1
2xx −+ . 

ЗАДАНИЕ  № 8. 
Дано линейное однородное  дифференциальное уравнение        
                           ,09 =′+′′′ yy   тогда его общее решение имеет вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 9. 
Частному решению уравнения xeyy =′+′′  по виду его правой час-
ти соответствует  функция: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:  
1) xeBAxy )( +=∗     2) xAxey =∗     3) xAey =∗     4) xAey −

∗ = . 

ЗАДАНИЕ  № 10. 
Дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами .
1+

=′+′′ −

−

x

x

e
eyy  В каком виде сле-

дует искать частное решение неоднородного уравнения методом 
вариации произвольных постоянных ? 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 11. 
Решение краевой задачи ,20,0 ≤≤=′′ xy  4)2(,2)0( == yy     
имеет вид 



ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 
1)  2−= xy      2)  2+= xy      3)  4−= xy      4)  .4+= xy   
ЗАДАНИЕ  № 12. 
Общее решение системы  дифференциальных уравнений              

                                      




−=′
−=′

122

21 ,2
yyy

yy
   имеет вид: 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:                                                    

1)   
xx

xx

eCeCy

eCeCy

2
212

2
211

2
1

,

−=

+=

−

−

                 2)   
x

xx

eCy
eCeCy

2
22

2
211 ,

−=

+= −

 

3)   
xx

xx

eCeCy

eCeCy

2
212

2
211

2
1

2
1

,

−−

−−

+=

+=
            4)   

.
2
1

,

21

211

xx

xx

eCeCz

eCeCy

−=

+=

−

−

      

ВАРИАНТ № 3 
ЗАДАНИЕ  № 1. 
Общий интеграл дифференциального уравнения xdxydy =/  име-
ет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  2/2xCey =     2)  Cxy +=
2

2

   3)  Cx
y

+=
2

1 2

2    4)  .2/2xCey −=  

ЗАДАНИЕ  № 2. 
Укажите интегральную кривую решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения  .2)1();1(2 =+=′ yyyx  
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:       1)  D      2)  C     3)  A      4)  B 

 
ЗАДАНИЕ  № 3. 
Дано  дифференциальное уравнение второго порядка .12 −=′′ xy  
Тогда общее решение уравнения имеет вид 



ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:     

1)  xCxCxy 2

2

1

4

212
++−=                 2)  21

24

26
CxCxxy ++−=  

3)  21

24

212
CxCxxy ++−=                 4)  .

23 21

23

CxCxxy ++−=  

ЗАДАНИЕ  № 4. 

Решение задачи Коши  2xy =′′    2)0(,0)0( =′= yy   имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  2
12

4

+=
xy     2) xxy 2

12

4

+=     3) xxy
3
8

12

4

−=     4) .2
6

4

xxy +=   

ЗАДАНИЕ  № 5. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка  ,02 =′+′′ yyx    
тогда его общее решение имеет вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 6. 
Корни характеристического уравнения равны ,421 −== kk  ,23 =k  

;34 =k  тогда общее решение линейного однородного дифферен-
циального уравнения будет иметь вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 7. 
Известна фундаментальная система решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения: .,,1 2

321 xyxyy ===  
Тогда частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 
условиям  ,1)0(,1)0(,1)0( =′′=′= yyy   равно: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  )1(
2
1 2x+      2)  2

2
11 xx +−      3)  

2
1

2x
−       4)  .

2
1

2xx ++  

ЗАДАНИЕ  № 8. 
Дано линейное однородное  дифференциальное уравнение  с по-
стоянными коэффициентами  ,052 =+′−′′ yyy   тогда его общее 
решение имеет вид: 



Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 9. 
Частному решению линейного неоднородного дифференциально-
го уравнения  xxeyyy −=+′−′′ 23  по виду его правой части соот-
ветствует  функция 
ВАРИАНТЫ  ОТВЕТОВ: 
1)  xeBxAxy −

∗ += )( 2     2)  xAxey −
∗ =      3)  xeBAxy −

∗ += )(    
4)  .xAey −

∗ =  

ЗАДАНИЕ  № 10. 
Дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами  .
1

23
+

=+′−′′ x

x

e
eyyy  В каком виде 

следует искать частное решение неоднородного уравнения мето-
дом вариации произвольных постоянных ? 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 11. 

Решение краевой задачи  ),20(,2 ≤≤=′′ xxy    0)2(,1)0( == yy        
имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  1
2
1

+−= xy     2)  1
6
1

12

4

+−= xxy      3) 1
6
7

12

4

+−= xxy        

4)  xxy
6
7

12

4

−= . 

ЗАДАНИЕ  № 12. 
Общее решение системы дифференциальных уравнений    

                                 




−−=′
+=′

212

211

36
,2
yyy

yyy
      имеет вид: 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:                                                    

1)   
x

x

eCCy
eCCy

−

−

−−=

+=

212

211

32
,

             2)   
xCxCy

xCxCy
sin3cos3
,sincos

212

211

−−=
+=

 



3)   
x

x

eCCy
eCCy

212

211

2
,

−−=

+=
                4)   

.3
,

212

211

xx

xx

eCeCy
eCeCy

−

−

−−=

+=
      

 ВАРИАНТ № 4  

ЗАДАНИЕ  № 1. 
Общий интеграл дифференциального уравнения  xdxydy =2/   
имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1) Cx
y

+=−
2

1 2

     2) Cx
y

+=− 21     3) Cxy +=
2

2

     4) Cx
y

+=
2

1 2

. 

ЗАДАНИЕ  № 2. 

Укажите интегральную кривую решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения  .1)1(;1 =+=′ yyyx  

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:       1)  D    2)  C      3)  A      4)  B 

 

ЗАДАНИЕ  № 3. 
Дано  дифференциальное уравнение третьего порядка  .1−=′′′ xy  
Тогда общее решение уравнения имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 
1) 32

2
1

34 CxCxCxxy +++−=     

2) 32

2

1
34

23
1

24
1 CxCxCxxy +++−=  

3) 32

2

1
34

26
1

24
1 CxCxCxxy +++−=    



4) .
23

1
12
1

32

2

1
34 CxCxCxxy +++−=  

ЗАДАНИЕ  № 4. 
Решение задачи Коши   ,1 2xy −=′′   0)0(,1)0( =′= yy   имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  1
122

42

+−=
xxy      2)  1

122

42

++−= xxxy       3)  xxxy +−=
122

42

      

4)  .142 +−= xxy  
ЗАДАНИЕ  № 5. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка  

,02 =′−′′ yyx       тогда его общее решение имеет вид 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 6. 
Корни характеристического уравнения равны ,3321 === kkk   

.35,4 ik ±=  тогда общее решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами будет 
иметь вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 7. 
Известна фундаментальная система решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения: .,,1 2

31 xyxyy ===   
Тогда частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 
условиям  ,2)0(,1)0(,1)0( −=′′=′= yyy   равно: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 
1)  21 x−       2)  25,0 x       3)  25,0 xx −       4)  25,01 xx −+ . 
ЗАДАНИЕ  № 8. 
Общее решение дифференциального уравнения 0127 =+′+′′ yyy    
имеет вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 9. 
Частному решению линейного неоднородного дифференциально- 



го уравнения xeyyy 265 =+′−′′   по виду его правой части соот-
ветствует  функция 
ВАРИАНТЫ  ОТВЕТОВ: 
1) xAxey =∗     2) xAey =∗     3) )( BAxey x +=∗      4) BAxy +=∗ . 

ЗАДАНИЕ  № 10. 
Дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами .
1

127 3

3

+
=+′+′′ −

−

x

x

e
eyyy  В каком ви-

де следует искать частное решение неоднородного уравнения ме-
тодом вариации произвольных постоянных ? 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 11. 

Решение краевой задачи ),20(,1 2 ≤≤−=′′ xxy  0)2(,0)0( == yy    
имеет вид 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:  1) 
3122

42 xxxy +−=      2) 
3122

42 xxxy −−=      

3) 
362

42 xxxy +−=       4) .
262

42 xxxy −−=  

ЗАДАНИЕ  № 12. 
Общее решение системы  дифференциальных уравнений      

                                   




=′
−=′

12

121

2
,

yy
yyy

      имеет вид: 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1)  




=

+= −

x

xx

eCy
eCeCy

2
22

2
211

3
,
       2)  





+=

−=
−

−

xx

xx

eCeCy
eCeCy

2
212

2
211

2
,

   

3)  




−=

+=
−

−

xx

xx

eCeCy
eCeCy

2
212

2
211

2
,

     4)  




−=

+=
−

−−

.
,

2
22

2
211

x

xx

eCy
eCeCy

      

ВАРИАНТ № 5 
ЗАДАНИЕ  № 1. 
Общий интеграл дифференциального уравнения  xdxdyy /2 =    



имеет вид 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:     1) Cxy
+= ln

3

3

     2) C
x

y
+−= 2

3 1
3

     

3) C
x

y +=
33       4) .ln

3

3

Cxy
+−=  

ЗАДАНИЕ  № 2. 
Укажите интегральную кривую решения задачи Коши для обык-
новенного дифференциального уравнения  .2)1(;1 =−=′ yyyx  

 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:        1)  A    2)  B      3)  C      4)  D. 
ЗАДАНИЕ  № 3. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка 23 2 +=′′ xy . 
Тогда общее решение уравнения имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ: 

1) 21
2

4

4
CxCxxy +++=              2) 21

34

12
1 CxCxxy +++=  

3) 21
2

4

2
4

CxCxxy +++=            4) .26 21
24 CxCxxy +++=  

ЗАДАНИЕ  №  4. 
Решение задачи Коши  ,2 xxy −=′′   1)0()0( =′= yy    имеет вид 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:     1) xxxy +−=
612

34

     2) 1
612

34

+−=
xxy      

3) 1
612

34

++−= xxxy        4) .1
324

34

++−= xxxy  

ЗАДАНИЕ  № 5. 
Дано дифференциальное уравнение второго порядка ,02 =′+′′ yyx    



тогда его общее решение имеет вид 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 6. 
Корни характеристического уравнения равны  ,2321 −=== kkk  

.235,4 ik ±=  тогда общее решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами будет 
иметь вид: 
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 7. 
Известна фундаментальная система решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения: .,,1 2

321 xyxyy ===  
Тогда частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 
условиям  ,1)0(,2)0(,1)0( −=′′=′= yyy   равно: 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:    1) 221 xxy −+=      2) 25,021 xxy −+=       
3) 25,021 xxy +−=              4) .5,01 2xxy −+=  
ЗАДАНИЕ  № 8. 
Общее решение дифференциального уравнения 034 =+′−′′ yyy  
имеет вид:   
Ответ  
ЗАДАНИЕ  № 9. 
Частному решению линейного неоднородного уравнения   

xxeyyy 365 =+′−′′  по виду его правой части соответствует  
функция 
ВАРИАНТЫ  ОТВЕТОВ:      1) xeBAxy )( +=∗      2) xAxey =∗     
3) BAxy +=∗       4)  .)( 2 xeBxAxy +=∗   

ЗАДАНИЕ  № 10. 
Дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами  .
1

34 3

3

−
=+′−′′ x

x

e
eyyy  В каком виде 

следует искать частное решение неоднородного уравнения мето-
дом вариации произвольных постоянных ? 
Ответ  



ЗАДАНИЕ  № 11. 
Решение краевой задачи ,20,2 ≤≤−=′′ xxxy   1)2(,1)0( == yy    
имеет вид 
ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:    

1) 1
612

34

+−=
xxy                    2) 1

612

34

−−=
xxy    

3) 2
612

34

+−=
xxy                   4) .1

612

34

+−−= xxxy  

ЗАДАНИЕ  № 12. 
Общее решение системы  дифференциальных уравнений  

                                    




−=′
+=′

12

211 ,2
yy

yyy
     имеет вид: 

ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ:   

1)  




−−=

+=
xx

xx

xeCeCy
xeCeCy

212

211 ,
        2)  





−+−=

+=

)1(
,

212

211

xeCeCy
xeCeCy

xx

xx

      

3)  




−−=

+=
xx

xx

eCeCy
eCeCy

212

211 ,
          4)  





++−=

+=

).1(
,

212

211

xeCeCy
xeCeCy

xx

xx

      

ОТВЕТЫ 
ВАРИАНТ 1 

№  
задания 

Ответ (вариант ответа) 

1 1 
2 2 
3 3 
4 3 
5 21 ln CxCy +=  
6 xxCxxCxCxCy 2sin2cos2sin2cos 4321 +++=  
7 3 
8 xCxCCy 3sin3cos 321 ++=  
9 4 

10 xx exCexCy 3
2

2
1 )()( +=∗  



11 3 
12 2 

ВАРИАНТ 2 
№ 

задания 
Вариант ответа 

1 1 
2 4 
3 4 
4 1 
5 

2
2

1 2/ CxCy +=  
6 xxxx exCexCxeCeCy 23

4
22

3
2

2
2

1 +++=  
7 3 
8 xCxCC 3sin3cos 321 ++  
9 3 

10 xexCxCy −+= )()( 21  
11 2 
12 1 

ВАРИАНТ № 3 
№ 

задания 
Вариант ответа 

1 1 
2 1 
3 3 
4 2 
5 21 / CxCy +−=  
6 .3

4
2

3
4

2
4

1
xxxx eCeCxeCeCy +++= −−  

7 4 
8 .2sin2cos 21 xeCxeCy xx +=  
9 3 

10 xx exCexCy 2
21 )()( +=  

11 3 
12 1 

 



ВАРИАНТ № 4 
 

№ 
задания 

Вариант ответа 

1 1 
2 1 
3 3 
4 1 
5 

2
3

1 3/ CxCy +=  
6 xCxCexCxeCeCy xxx 3sin3cos 54

32
3

3
2

3
1 ++++=  

7 1 
8 .4

2
3

1
xx eCeCy −− +=  

9 2 
10 .)()( 4

2
3

1
xx exCexCy −− +=  

11 2 
12 3 

ВАРИАНТ № 5 
№ 

задания 
Вариант ответа 

1 1 
2 2 
3 1 
4 3 
5 

212 CxCy +=  
6 

xeCxeC
exCxeCeCy

xx

xxx

2sin2cos 3
5

3
4

22
3

2
2

2
1

++

+++= −−−

 

7 2 
8 xx eCeCy 3

21 +=  
9 1 

10 xx exCexCy 3
21 )()( +=  

11 1 
12 2 

             



                                                                                ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

СПРАВОЧНАЯ  ИНФОРМАЦИЯ 

Основные формулы и правила дифференцирования 
 

)( constCCy ==  0=dy  
µxy =  dxxdy 1−= µµ  

x
y 1
=  2x

dxdy −=  

xy =  
x

dxdy
2

=  

xay =  adxady x ln=  
xey =  dxedy x=  

xy alog=  dx
x

edy alog
=  

xy ln=  
x

dxdy =  

xy sin=  xdxdy cos=  
xy cos=  xdxdy sin−=  

tgxy =  
x

dxdy 2cos
=  

ctgxy =  
x

dxdy 2sin
−=  

xy arcsin=  
21 x

dxdy
−

=  

xy arccos=  
21 x

dxdy
−

−=  

arctgxy =  
21 x

dxdy
+

=  

arcctgxy =  
21 x

dxdy
+

−=  

 
 



                                                                       Продолжение таблицы 
 

2

xx eeshxy
−−

== - гиперболиче-

ский синус 

 
chxdxdy =  

2

xx eechxy
−+

==  - гиперболи-

ческий косинус 
)1( 22 =− xshxch  

 
shxdxdy =  

chx
shxthxy ==  -  

гиперболический тангенс 
xch

dxdy 2=          

shx
chxcthxy ==  -  

гиперболический котангенс 
xsh

dxdy 2−=  

Правила дифференцирования 
duccud ⋅=)( ,     ( constc = ) 

dvduvud ±=± )(  
udvvduuvd +=)(  

2v
udvvdu

v
ud −

=





  

Функции нескольких переменных. 
производная сложной функции )](),(),([ tztytxfu =  

трëх переменных   
dt
dz

z
u

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

полный дифференциал функции трëх переменных  

dz
z
udy

y
udx

x
udu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

 
 
 
 
 
 
 



Таблица интегралов 
 

1 ∫ = xdx  15 2
2

1ln
1

xx
x

dx
++=

+∫  

2 
)1(

1

1

−≠
+

=∫
+

n
n
xdxx

n
n

 
16 22

22
ln xax

xa
dx

++=
+∫  

3 
∫ = x

x
dx ln  

17 22

22
ax

ax
xdx

+=
+∫  

4 xx edxe =∫  18 

a
xa

axxdxxa

arcsin
2

2
2

2222

+

+−=−∫
 

5 
a

edxe
ax

ax =∫  
19 x

x
dx arcsin

1 2
=

−∫  

6 
a

edxa
x

x

ln
=∫  

20 
a
x

xa
dx arcsin

22
=

−∫    ( )22 ax <  

7 ( )1−=∫ xedxxe xx
 21 ( )∫ −= 1lnln xxxdx  

8 
x

x

x e
e

e
dx

+
=

+∫ 1
ln

1
 

22 
∫ −=

4
ln

2
ln

22 xxxxdxx  

9 arctgx
x

dx
=

+∫ 21
 

23 ( )
∫ =

2
lnln 2xdx

x
x

 

10 
a
xarctg

axa
dx 1

22 =
+∫  

24 
xx

xdx
x

x 1lnln
2 −−=∫  

11 

a
bxarctg

abxba
dx 1

222
=

+∫  
25 

∫ =
3

lnln 32 xdx
x

x
 

12 
x
x

x
dx

−
+

=
−∫ 1

1ln
2
1

1 2  
26 x

xx
dx lnln
ln

=∫  

13 
xa
xa

axa
dx

−
+

=
−∫ ln

2
1

22  
27 ∫ = xxdx sincos  

14 

bxa
bxa

abxba
dx

−
+

=
−∫ ln

2
1

222
 

28 ∫ −= xxdx cossin  



                                                                          Продолжение таблицы 
 
29 

∫ =
n
nxnxdx sincos  

40 ∫ −= xxxxdxx cossinsin  

30 
∫ −=

n
nxnxdx cossin  

41 

xx

xxxdxx

cos)2(

cos2cos
2

2

−+

+=∫  

31 ∫ −= xtgxdx cosln  42 

xx

xxxdxx

cos)2(

sin2sin
2

2

−−

−=∫  

32 ∫ = xctgxdx sinln  43 

)sincos(

cos

22 nxnnxa
na

e

nxdxe
ax

ax

+
+

=

=∫
 

33 
∫ +=

4
2sin

2
cos2 xxxdx  

44 

)cossin(

sin

22 nxnnxa
na

e

nxdxe
ax

ax

−
+

=

=∫
 

34 
∫ −=

4
2sin

2
sin 2 xxxdx  

45 
+=∫ a

xxdx
a
x arcsinarcsin  

22 xa −+  
35 

∫ −
+

−==
x
xxtg

x
dx

cos1
cos1ln

2
1

2
ln

sin
 

46 
−=∫ a

xxdx
a
x arccosarccos  

22 xa −−  
36 

∫ −
+

=+=
x
xxtg

x
dx

sin1
sin1ln

2
1

42
ln

cos
π

 
47 ∫ = chxshxdx  

37 
∫ = tgx

x
dx

2cos
 

48 ∫ = shxchxdx  

38 
∫ −= ctgx

x
dx

2sin
 

49 ∫ = chxthxdx ln  

39 ∫ += xxxxdxx sincoscos  50 ∫ = shxcthxdx ln  
Примечание: для краткости записи произвольная постоянная С 
опущена. 
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	Если производные от неизвестной функции, входящие в уравнение, берутся только по одной независимой переменной, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. Уравнения, содержащие производные по нескольким независимым переменным, называются ди...
	Порядок наивысшей (старшей) производной, входящей в дифференциальное уравнение, определяет порядок дифференциального уравнения.
	Обыкновенное дифференциальное уравнение n-го порядка в самом общем виде записывается так:
	Для дифференциальных  уравнений первого порядка различают общее, частное и особое решения, а также общий, частный и особый интегралы.
	2) каково бы ни было начальное условие (1.5), можно подобрать такое значение постоянной  , что решение   будет yдовлетворять условию  .
	Частным решением дифференциального уравнения первого порядка называется  решение,  которое  получается  из общего при каком-либо конкретном значении произвольной постоянной  , то есть функция вида  .
	Поэтому общее решение дифференциального уравнения можно определить как множество всех частных решений уравнения.
	Например, дифференциальному уравнению  , очевидно, удовлетворяет функция   , где C – произвольная постоянная. Решение   является общим. Если помимо уравнения задано начальное условие, например,   (то есть поставлена задача Коши), то, подставляя общее ...
	Особым решением дифференциального уравнения называется решение, которое не может быть получено из общего решения ни при одном частном значении произвольной постоянной.
	Часто при интегрировании уравнения первого порядка не удается найти его общее решение в явном виде, а получается конечное (не дифференциальное) соотношение вида
	1.2. Геометрическая интерпретация
	дифференциального уравнения первого порядка.
	Уравнение изоклины, соответствующей значению C, будет, очевидно,  . Построив семейство изоклин при разных значениях  , можно приближëнно найти семейство интегральных кривых данного уравнения.
	Знание изоклин  позволяет во многих случаях даже для не интегрируемых явно дифференциальных уравнений получить графическое решение задачи Коши и выявить характер интегральных кривых.
	Пример. Построить методом изоклин интегральную кривую уравнения
	Таким образом, изоклинами данного уравнения являются  концентрические окружности с центром в начале координат, причëм угловые коэффициенты касательных к искомым интегральным кривым  равны радиусам этих окружностей С.
	Для построения поля направлений даем постоянной С различные определëнные значения:    Для изоклины, соответствующей, например,     следовательно, окружность радиуса   интегральные кривые  пересекают под одним и тем же углом,  составляющим   с положите...
	Изоклину, соответствующую   то есть окружность радиуса  , интегральные кривые  пересекают под одним и тем же углом, составляющим   с положительным направлением оси OX, так как при этом
	Поле направлений на плоскости изображается штрихами.  После этого уже можно приближëнно провести искомые интегральные кривые, в частности, через заданную точку (см.рис. I.3).
	1.3. Интегрирование дифференциальных уравнений
	первого порядка различного типа
	Дифференциальное уравнение с разделëнными переменными имеет вид
	.                           (1.7)
	В уравнении с разделëнными переменными  перед дифференциалом   стоит функция только одной переменной x, а перед дифференциалом   стоит функция переменной  y. Такие уравнения можно почленно интегрировать. В результате  получим
	Решение. Очевидно, это уравнение с разделëнными переменными.  Интегрируя его, получим
	Следовательно, общий интеграл уравнения будет
	,                  (1.9)
	.
	Интегрируем полученное уравнение с разделëнными переменными
	Тогда
	Так как C1 - произвольная постоянная,  принимая еë для упрощения полученного выражения в виде   представим общий интеграл уравнения в виде
	Полагаем      и
	Тогда уравнение примет вид
	Замечание. К однородным уравнениям приводятся дифференциальные уравнения вида
	Некоторые из коэффициентов в правой части (но не одновременно   и  ) могут быть равны нулю.
	В результате уравнение приводится к однородному
	Возвращаясь к старой переменной, получим
	Общее решение уравнения примет вид
	Находим произвольную постоянную C из начального условия:
	при
	Функцию   подбираем так, чтобы она была одним из решений уравнения
	После разделения переменных  получим
	Тогда уравнение (1.16) примет вид
	Следовательно,
	Подставляя (1.17) и (1.18) в (1.14), получим общее решение уравнения (1.10) в виде (1.13).
	Замечание. К линейным дифференциальным уравнениям приводятся уравнения вида     заменой  .
	В частности, уравнение Бернулли3F    где
	1.3.4.  У р а в н е н и я  в  п о л н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л а х
	Уравнение вида
	Следовательно, его общий интеграл, а значит, и общий  интеграл уравнения (1.19) имеет вид
	Например, для уравнения второго порядка    при   граничные условия могут иметь различный вид:     или      и т.п.
	Для задачи Коши справедлива теорема существования и единственности решения:
	Если в уравнении  , разрешенном относительно старшей производной, правая часть     и еë частные производные   непрерывны в некоторой области, содержащей значения       то существует и притом единственное решение уравнения, удовлетворяющее начальным ус...
	Это простейшее уравнение  -го порядка, общее решение которого получается в квадратурах последовательным интегрированием  n  раз. При каждом интегрировании порядок уравнения понижается на единицу, и появляется произвольная  постоянная:
	………………………………………….
	В результате общее решение уравнения будет иметь вид
	Пример.   Решить уравнение
	Решение.  Уравнение  не  содержит явно искомой функции   и её первых производных     и относится ко второму из рассмотренных нами типов. Применяя подстановку
	После интегрирования получим
	Следовательно, общее решение уравнения (2.15) будет
	Далее ищем решение уравнения (2.14) в форме, аналогичной по структуре выражению (2.16),  но произвольную постоянную в (2.16) заменяем неизвестной функцией
	Подставляя (2.17) в (2.14), получим
	Уравнение (2.19)  содержит  в правой части известную функцию от x и относится к первому из рассмотренных нами типов (см. (2.2)). Интегрируя его последовательно три раза, окончательно получим общее решение исходного уравнения, содержащее 4 произвольных...
	2.2. Линейные однородные дифференциальные
	уравнения n-го порядка.  Общие свойства решений
	(2.21)
	Свойства оператора  .
	1.   где  C – некоторое число. Это свойство называют свойством однородности оператора.
	2.   - это свойство называют свойством аддитивности оператора.
	3.  , то есть оператор, взятый от линейной комбинации функций, равен линейной комбинации операторов, взятых от этих функций (напомним, что линейной комбинацией функций называется сумма произведений функций на различные постоянные числа, то есть выраж...
	Используя свойства оператора  , легко показать, что справедливы следующие свойства решений линейного однородного дифференциального уравнения:
	1. Если функция   является решением линейного однородного дифференциального уравнения  , то функция  , где C – произвольная постоянная, также является решением этого уравнения.
	2. Если функции   и   являются решениями линейного однородного дифференциального уравнения  , то сумма функций   также является решением этого уравнения.
	3. Если  - какие либо частные решения уравнения  , то любая их линейная комбинация с произвольными коэффициентами   также будет решением этого уравнения.
	Определителем Вронского или вронскианом называется функциональный определитель вида:
	Здесь    - произвольные постоянные,    - частные линейно независимые решения  уравнения  .
	Действительно, по свойству 3 решений линейных однородных уравнений функция  , определенная формулой (2.25), является решением дифференциального уравнения  . Это решение будет общим (то есть содержащим все решения уравнения), если всегда можно подобрат...
	Для этого система уравнений
	должна  иметь решение      при произвольных правых
	частях    и при произвольном   Но определитель этой системы линейных относительно     алгебраических уравнений
	есть определитель Вронского линейно независимой системы решений однородного уравнения, и, следовательно, отличен от нуля при любом   и при любых правых частях. Поэтому система однозначно разрешима относительно постоянных     при любом   и при любых пр...
	Совокупность n линейно независимых частных решений линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка называется фундаментальной системой решений этого уравнения.
	Поэтому теорема о структуре общего решения  линейного  однородного дифференциального уравнения n-го порядка может быть переформулирована так: общее решение линейного  однородного  дифференциального  уравнения  n –го порядка    представляется в виде ли...
	а общее решение запишется в виде
	методом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа).
	Рассмотрим его реализацию для линейных дифференциальных уравнений второго порядка:
	Таким образом, чтобы выражение (2.40) было решением неоднородного уравнения (2.38), неизвестные функции   и    должны удовлетворять следующей системе дифференциальных уравнений
	Интегрируя  дифференциальные уравнения  первого  порядка (2.45), находим
	Пример. Решить уравнение
	Определитель этой системы
	Поэтому для определения варьируемых функций согласно (2.45) получаем дифференциальные уравнения вида
	Интегрируя  уравнения (2.50), находим
	Подставляя (2.51) в (2.49),  получим общее решение уравнения в виде
	Рассмотрим линейное однородное дифференциальное  уравнение второго порядка
	Пример. Найти собственные значения и собственные функции однородной краевой задачи для уравнения (2.52) при граничных условиях
	Решение. Общее решение уравнения согласно (2.54) имеет вид
	Вычисляем
	Подставляя эти величины в граничные условия, после элементарных преобразований получим систему линейных однородных алгебраических уравнений относительно    и
	Ненулевое решение еë существует тогда и только тогда, когда определитель системы равен нулю:
	Раскрывая определитель, получим уравнение относительно параметра
	корни которого являются собственными значениями задачи:
	Легко убедиться, что при     Подставляя    , в систему линейных однородных алгебраических уравнений относительно   и  , находим   Соответствующие собственные функции с точностью до множителя будут
	Если коэффициенты   линейного неоднородного уравнения
	Формальный алгоритм определения коэффициентов ряда следующий: ряд подставляется в уравнение. В получающемся тождественном равенстве коэффициенты при различных степенях x приравниваются нулю. В результате получается система уравнений для определения ко...
	кает n – кратное дифференцирование, он и является  искомым ре-
	шением.
	Пример.  Решить задачу Коши для уравнения
	Подставляем искомое решение (2.63) в уравнение (2.61),  учитывая соотношения
	Общее решение уравнения имеет вид
	Этот метод является общим, пригодным для систем дифференциальных уравнений различного типа и основан на том, что нормальная система n дифференциальных уравнений относительно n неизвестных функций     может быть сведена к одному дифференциальному уравн...
	Убедимся в этом на примере системы двух уравнений относительно двух неизвестных функций
	Дифференцируя первое уравнение системы по   получим
	Так как функции    и     зависят от   то можно записать:
	,
	где    - некоторая функция  .
	Далее из первого уравнения системы находим   как функцию вида  Подставляя  в равенство  , получим уравнение второго порядка относительно одной неизвестной функции  :
	Применение метода исключения неизвестных покажем на примерах.
	Будем искать частное решение однородной системы в виде
	Пример. Решить методом Эйлера систему
	Подставляя (3.19)  в  (3.18),  получим алгебраическую систему
	Характеристическое уравнение системы
	Система (3.21) совместная, но неопределённая. Полагая   находим     Поэтому
	Подставляем теперь в систему (3.20)    Получим
	Общее решение однородной системы (3.18) запишется в виде
	Этот метод применим к решению систем неоднородных линейных уравнений n-го порядка. Ограничимся для простоты нормальной системой двух линейных уравнений с постоянными коэффициентами
	Пусть общее решение однородной системы уравнений известно:
	(3.27)
	Подстановка (3.28)  в (3.26) приводит к следующей системе двух дифференциальных уравнений первого порядка относительно производных от неизвестных функций   ,  :
	Пример.  Решить систему
	Решение. Общее решение  однородной системы,  согласно  (3.25),  имеет вид
	Принимаем частное решение системы (3.31) в виде
	Интегрируя эти уравнения, получим
	Общее решение системы запишется в виде:
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