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Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû
Òèïîâîé ðàñ÷åò �1 îõâàòûâàåò ñëåäóþùèå òåìû:

1. Îïðåäåëèòåëè (ñì. [2; ãë.1, ��1-6], [3; ãë. 3, ��1, 4.1], [4; ãë.
I, ��2, 3, ãë. VI, ��1, 2])

1.1. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïî-
ðÿäêà. Ïðàâèëî Ñàððþñà äëÿ n = 2, 3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäå-
ëèòåëåé.

1.2. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå è ñòîëáöó. Ìèíîðû
è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå
è ñòîëáöó è ñëåäñòâèå èç íåãî. Òðåóãîëüíûé è äèàãîíàëüíûé îïðå-
äåëèòåëè. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Ðåøåíèå ñèñòåì ïî ïðàâèëó
Êðàìåðà.

2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû (ñì. [1; ��5.3-5.5]; [2;
ãë. II �2]; [3; ãë.1 �5])

2.1. Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (ê.÷.) Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë è äåéñòâèÿ ñ íèìè. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ê.÷., åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå. Ìîäóëü è àðãóìåíò, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà ê.÷. Óìíîæåíèå, äåëåíèå ê.÷. â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

2.2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå. Ôîðìóëû Ýé-
ëåðà, ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà ê.÷. Óìíîæåíèå, äåëåíèå, âîçâåäåíèå â
ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç ê.÷. â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå. Ñîïðÿ-
æåíèå ê.÷. è åãî ñâîéñòâà. Ôîðìóëà Ìóàâðà.

2.3. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè. Ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå ìíîãî÷ëåíîâ. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì. Òåîðåìà Áå-
çó. Êðàòíîñòü êîðíÿ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Ðàçëîæåíèå ìíî-
ãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ëèíåéíûå è êâàäðà-
òè÷íûå ìíîæèòåëè. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ëèíåéíûå ìíîæè-
òåëè.

3. Àëãåáðà ìàòðèö (ñì. [2; ãë. 1 ��7, 8]; [3; ãë. 3 �2]; [4; ãë. V
�3])

3.1. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå èõ íà
÷èñëà. Óìíîæåíèå ìàòðèö è åãî ñâîéñòâà (ðîëü åäèíè÷íîé ìàòðè-
öû, äèñòðèáóòèâíîñòü, òðàíñïîíèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ, àññîöèà-
òèâíîñòü). Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Òåîðåìà îá
îïðåäåëèòåëå êâàäðàòíûõ ìàòðèö.
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3.2. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû è åå
ñâîéñòâà (åäèíñòâåííîñòü, îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ).
Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû. Ðåøå-
íèå ñ åå ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé.

4. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà (ñì. [2; ãë.II ��3, 4], [3; ãë. 4 �1],
[4; ãë.V �2])

4.1.Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è ñëåäñòâèÿ èç íèõ. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:
V 3, Rn, Pn,Mmn, C[α, β]. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ.

4.2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ. Ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè. Êðèòåðèé
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè äâóõ è òðåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

4.3. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ. Îïðåäåëåíèå ðàíãà è áàçû äëÿ ñè-
ñòåìû âåêòîðîâ. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû è åå áàçû, èõ ñîâïà-
äåíèå. Ñîõðàíåíèå ðàíãà ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè ê íåé âåêòîðà èç
ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Êðèòåðèé áàçû.

4.4. Ñîõðàíåíèå ðàíãà ñèñòåìû âåêòîðîâ ïðè ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Âçàèìîñâÿçü ðàíãîâ äâóõ ñèñòåì, êîãäà âåêòîðû
îäíîé ñèñòåìû ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû äðóãîé. Ýëå-
ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ è ñîõðàíåíèå ðàíãà
ñèñòåìû ïðè èõ âûïîëíåíèè.

4.5. Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëå-
íèå áàçèñà è ðàçìåðíîñòè. Êðèòåðèé áàçèñíîñòè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ (ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü è ïîëíîòà). Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è áàçèñû â íèõ (V 3, Rn, Pn,Mmn). Ïðèìåð áåñêîíå÷íîìåð-
íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

4.6. Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â áàçèñå. Îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ
âåêòîðà ïî áàçèñó. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä
âåêòîðàìè â êîîðäèíàòàõ.

4.7. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû
âåêòîðîâ (êàê ïîäïðîñòðàíñòâî). Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé
îáîëî÷êè è ïîäïðîñòðàíñòâà. Äîïîëíåíèå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà
äî áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Òèïîâîé ðàñ÷åò �2 îõâàòûâàåò ñëåäóþùèå òåìû:

5. Òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. [2; ãë.1 ��9-11],
[3; ãë. 3 ��3,4], [4; ãë.VII ��1-3])

5.1. Ðàíã ìàòðèöû. Ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû. Ñîõðàíåíèå åãî
ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå. Êðèòåðèé ðà-
âåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ íóëþ. Ñîâïàäåíèå ðàíãà ìàòðèöû ñ ðàíãîì
ñèñòåìû ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû.

5.2. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó è ïðîñòåéøåìó âè-
äó. Ñîõðàíåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ìàòðèöà ñòóïåí÷àòîãî âèäà è åå ðàíã. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó (ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà). Ïðèâåäåíèå ñòóïåí÷à-
òîé ìàòðèöû ê ïðîñòåéøåìó âèäó (îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà).

5.3. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà. Ìàò-
ðèöà ñèñòåìû è åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñèñòåìû è åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïî ìåòîäó Ãàóññà. Êðè-
òåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

5.4. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Êðèòå-
ðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé (âûäåëèòü ñëó÷àé êâàäðàòíîé ñèñòåìû). Ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, åãî ðàçìåðíîñòü è áà-
çèñ (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé). Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøå-
íèÿ.

6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ñì. [2; ãë. III, ��1-4, 6-9], [3; ãë. IV,
�2], [4; ãë. IX, ��5,6])

6.1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è èõ ìàòðèöû. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà, åãî ñâîéñòâà è ïðèìåðû. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
â äàííîì áàçèñå. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñü äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà.

6.2. Äåéñòâèÿ ñ îïåðàòîðàìè è èõ ìàòðèöàìè. Óìíîæåíèå
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ÷èñëî, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îïåðàòî-
ðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè îïåðàòîðîâ. Îáðàò-
íûé îïåðàòîð è îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

6.3. Çàìåíà áàçèñà. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðó-
ãîìó. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó
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áàçèñó.
6.4. Ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ. Ïðåîáðà-

çîâàíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçè-
ñó. Ïîäîáèå ìàòðèö è åãî ñâîéñòâà. Èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà.

6.5. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ïîíÿòèÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà, èõ îáùèå ñâîéñòâà. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Îïåðàòîð ïðî-
ñòîãî òèïà, äèàãîíàëèçóåìîñòü åãî ìàòðèöû. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
îïåðàòîðà ïðîñòîãî òèïà. Ïðèìåð îïåðàòîðà íåïðîñòîãî òèïà.

6.6. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ. Èíâàðèàíòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñëåäà è îïðåäå-
ëèòåëÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

7. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû (ñì. [2; ãë. VI, ��1-
5], [3; ãë. IV, �3], [4; ãë. IX, ��2-4])

7.1. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà è åå ìàòðèöà. Ïîíÿòèå áèëèíåéíîé ôîð-
ìû. Ìàòðèöà ôîðìû. Êîîðäèíàòíàÿ è âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñü
ôîðìû. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ôîðìû ïðè çàìåíå áàçèñà. Êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìîé,
åå êîîðäèíàòíàÿ è âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñü.

7.2. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó è íîð-
ìàëüíîìó âèäó. Êàíîíè÷åñêèé è íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû. Ïðèâåäåíèå ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàí-
æà. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïîëîæèòåëüíûé è îòðè-
öàòåëüíûé èíäåêñû ôîðìû, ðàíã ôîðìû.

7.3. Çíàêîîïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, åå èíäåêñû è ðàíã.
Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) îïðåäåëåí-
íîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà (ñì. [2; ãë. IV, ��1-3, ãë. V, ��2-
4], [3; ãë. IV, ��1, 2], [4; ãë. X, ��1-4])

8.1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå. Ïðèìåðû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿ-
êîâñêîãî. Äëèíû âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè. Ñâîéñòâà äëèíû
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âåêòîðà.
8.2. Ìàòðèöà Ãðàìà. Ìàòðèöà Ãðàìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

åãî êîîðäèíàòíàÿ è âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ çàïèñè. Êðèòåðèé ìàòðè-
öû Ãðàìà. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû Ãðàìà ïðè çàìåíå áàçèñà.

8.3. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Îðòîãîíàëüíûé è îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñû. Çàïèñü ìàòðèöû Ãðàìà, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëè-
íû âåêòîðà â îðòîãîíàëüíîì è îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñàõ. Ìåòîä
îðòîãîíàëèçàöèè áàçèñà.

8.4. Ñîïðÿæåííûå è ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Èõ ìàòðè-
öû.

8.5.Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Åãî ìàòðèöà, ñâîéñòâà. Ïðè-
âåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ
îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Óêàçàíèÿ ïî âûïîëíåíèþ è ñäà÷å òèïîâîãî ðàñ÷åòà
1. Òèïîâîé ðàñ÷åò ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ: �Òåîðåòè÷åñêèå óï-

ðàæíåíèÿ�; �Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ�; �Êîíòðîëüíûå âîïðîñû�.
2. Â íà÷àëå ðàçäåëà �Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ� ïðèâåäåíà

òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ óïðàæíåíèé ïî âàðèàíòàì. Óêàçàííûå â
íåé óïðàæíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñòóäåíòîì ïèñüìåííî; êðîìå òîãî,
ñòóäåíò äîëæåí áûòü ãîòîâ ê âûïîëíåíèþ îñòàëüíûõ óïðàæíåíèé
ïðè ñäà÷å òèïîâîãî ðàñ÷åòà.

3. Âñå ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñòóäåíòîì ïèñü-
ìåííî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûì âàðèàíòîì.

4. Ïðè ñäà÷å òèïîâîãî ðàñ÷åòà ñòóäåíòó ïðåäëàãàþòñÿ íåêîòî-
ðûå êîíòðîëüíûå âîïðîñû èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà.

5. Ïðè ñäà÷å òèïîâîãî ðàñ÷åòà îáÿçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ çíàíèå
îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ôîðìóëèðîâîê òåîðåì ïî ïåðå÷èñëåííûì
âûøå òåìàì.

6. Ïî ðåçóëüòàòàì ñäà÷è òèïîâîãî ðàñ÷åòà ñòóäåíòó âûñòàâëÿåò-
ñÿ îöåíêà.

7. Çíàêîì �*� ïîìå÷åíû äîïîëíèòåëüíûå òåîðåòè÷åñêèå óïðàæ-
íåíèÿ, ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ è êîíòðîëüíûå âîïðîñû. Îíè ðàññ÷è-
òàíû íà ñòóäåíòîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà îòëè÷íóþ îöåíêó, è íå ÿâëÿ-
þòñÿ îáÿçàòåëüíûìè äëÿ îñòàëüíûõ ñòóäåíòîâ.
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ÒÈÏÎÂÎÉ ÐÀÑ×ÅÒ �1

Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèÿ 1, 4, 5, 6 - äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ; îñòàëüíûå çàäà÷è
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì.

1. Âûâåñòè ôîðìóëó Ñàððþñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà, èñõîäÿ èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ.

2. Âûâåñòè ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû òðåõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, îïèðàÿñü íà òåîðåìó î
ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì.

3. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L:
à) åäèíñòâåííîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà;
á) α ·~0 = ~0 äëÿ ëþáîãî α ∈ R;
â) (−α)~x = −α~x; α(−~x) = −α~x äëÿ ëþáûõ α ∈ R, ~x ∈ L;
ã) (α−β)~x = α~x−β~x; α(~x−~y) = α~x−α~y äëÿ ëþáûõ α ∈ R; ~x, ~y ∈ L.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíî çàâèñèìà âñÿêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò: à) íóëåâîé âåêòîð; á) äâà ðàâíûõ âåêòîðà; â) äâà
ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðà; ã) ëèíåéíî çàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Êà-
êîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñàìîå îáùåå? Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîä-
ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

5. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è óêàçàòü êàêîé-íèáóäü áàçèñ ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà Mmn âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðîì m× n.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö äàííîãî ðàçìåðà:

�
âàð.

M - ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà

1-4,
14,17,
27-30

à) ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = 0 ñ äàííîé ìàò-
ðèöåé A;
á) ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äàííîé ìàòðèöåé A n-ãî
ïîðÿäêà (ò.å. AX = XA)

5-7,
15,16,
24-26

à) ìàòðèöû, àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå ñ äàííîé ìàòðèöåé A

n-ãî ïîðÿäêà (ò.å. AX = −XA);
á) ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà (ò.å. XT = X)
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8, 9,
22,23

à) êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà (ò. å. XT=−X);
á) âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûì
ñëåäîì

10,11,
20,21

à) ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ
âäîëü ãëàâíîé è âäîëü ïîáî÷íîé äèàãîíàëè;
á) ìàòðèöû m×n ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ âäîëü
ëþáîé ñòðîêè è âäîëü ëþáîãî ñòîëáöà

12,13,
18,19

à) ìàòðèöû m × n ñ íóëåâûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ âäîëü
ëþáîé ñòðîêè è âäîëü ëþáîãî ñòîëáöà;
á) ìàòðèöû m×n ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ âäîëü
ëþáîé ñòðîêè

7. Äîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàò-
ðèö: A(B + C) = AB + AC.

8. Äîêàçàòü ñâîéñòâà òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàò-
ðèö: à) (AT )T = A; á) (AB)T = BTAT ;
â) A = B ·BT � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà;
ã) ïóñòü A,B � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, òîãäà

A ·B ñèììåòðè÷íà ⇔ AB = BA;
ä*) ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèòü â âèäå A = B + C, ãäå B ñèììåòðè÷íà, C êîñîñèììåò-
ðè÷íà.

9. Äîêàçàòü ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû: à) åäèíñòâåííîñòü; á)
(A−1)−1 = A; â) (AB)−1 = B−1A−1.

10*. Ïóñòü A = (aij), 1 6 i, j 6 n, � (n×n) ìàòðèöà. Ñëåä ìàòðèöû
tr A � ýòî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: tr A = a11 +a22 + · · ·+ann.
à) Äîêàçàòü, ÷òî ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíî-
æèòåëåé: tr AB = tr BA.
á) Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàòðèö A è B òàêèõ, ÷òî AB−BA =

E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ (n× n)-ìàòðèöà.
11*. Îïèðàÿñü íà òåîðåìó î äîïîëíåíèè áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà

äî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà M ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî N , òàêîå, ÷òî: à) M ∩N = {~0}; á) dim M + dim N =

dim L; â) ëþáîé âåêòîð ~x, ~x ∈ L, îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå
~x = ~m + ~n, ãäå ~m ∈ M , ~n ∈ N .
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Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ
Çàäà÷à 1. Ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà σ çàäàíà ñâîèì óðàâ-

íåíèåì â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
1) Îïðåäåëèòü òèï ïîâåðõíîñòè σ.
2) Èçîáðàçèòü ïîâåðõíîñòü σ.
3) Íàðèñîâàòü ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè σ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿ-

ìè. Íàéòè ôîêóñû è àñèìïòîòû ïîëó÷åííûõ êðèâûõ.
4) Îïðåäåëèòü, ïî îäíó èëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè σ

ëåæàò òî÷êè M1 è M2.
5) Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ σ èìååò

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè M1 è M2.

� Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè σ M1 M2

1, 22 (x− 1)2 + (y + 1)2 + 2z2 = 4 1,−1, 1 3, 1, 1

2, 23 2 (z + 1) = 2x2 + y2 0, 0, 1 −1,−2,−2

3, 24 (x− 1)2/2 + y2 − z2/4 = 0 1, 2, 0 −1, 3, 0

4, 25 9(x− 1)2 + 4y2 − 36z2 = 36 1, 0, 0 3, 1, 1

5, 26 x2 + (y + 1)2 + 2z2 = 4 0, 0,
√

2 0, 1,
√

2

6, 27 2 (1− z) = 2x2 + y2 0,−√2, 4 0, 0, 2

7, 28 2x2 + 4 (y − 1)2 − z2 = 0 0, 1, 0 −1, 3, 4

8, 29 9x2 + 4 (y − 1)2 − 36z2 = 36 0, 1, 0 3, 1, 4

9, 30 (x− 1)2 + (y + 1)2 + 2z2 = 4 1,−1, 0 3,−3, 2

10, 16 36z = 4x2 + 9 (y + 3)2 1, 2, 3 0,−3, 2

11, 17 2(2− z) = x2 + 2y2 0, 0, 2 1, 2, 3

12, 18 2x2 + 4y2 = (z − 1)2 0, 0, 1 3,−2, 1

13, 19 x2/4− y2/9− (z − 1)2 = 1 1, 1, 0 2, 1,−1

14, 20 1− z = x2/4 + y2/9 2, 1, 0 2, 1, 8

15, 21 x2/4 + y2/9 = z2 2, 1, 3 2,−1, 4

Çàäà÷à 2. Äàíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z.
1) Çàïèñàòü ÷èñëî z â ïîêàçàòåëüíîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è àëãåá-

ðàè÷åñêîé ôîðìå, èçîáðàçèòü åãî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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2) Çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå ÷èñëî u = zn, ãäå n = (−1)N (N + 4), N � íîìåð
âàðèàíòà.

3) Çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êàæäîå
çíà÷åíèå wk (k = 0, 1, . . . , m−1) êîðíÿ ñòåïåíè m = 3 (íå÷åòíûå
âàðèàíòû) èëè m = 4 (÷åòíûå âàðèàíòû) èç ÷èñëà z.

4) Èçîáðàçèòü ÷èñëî z è ÷èñëà wk íà îäíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

� z � z � z � z

1

√
6 + i

√
2

1 + i
√

3
2

√
2 + i

√
2

1 + i
√

3
3 2− 5i

3 + 7i
4 1− 2i

√
3

3 + 7i
√

3

5 −4− 4i
√

3
1− i

6 −4
√

3− 4i
1− i

7

√
5 + i

√
15√

6− i
√

18
8

√
5 + i

√
20√

2− i
√

18

9 3 + 3i
√

3
(
√

3+1)+i(
√

3−1)
10 3 + 3i√

3 + i
13 −1− i

√
3√

3 + i
14 −1− i√

3 + i

11 −3− 3i
(
√

3+1)−i(
√

3−1)
12 −

√
3− 3i

1− i
√

3
15 4 + 3i

6− 8i
16 5 + i

√
3

9− i
√

3

17 −3 + i
√

3
1 + i

18 −1 + i
√

3
1 + i

19

√
18− i

√
6√

15 + i
√

5
20

√
18−i

√
12√

10+i
√

15

21 −3 + i
√

3
(
√

3+1)+i(
√

3−1)
22 −

√
3 +i

√
3√

3+i
25 −4

√
3− 4i

1 + i
√

3
26 −4− 4i

1 + i
√

3

23

√
3 + i

√
3

(
√

3+1)−i(
√

3−1)
24

√
3 + i

3
√

3− 3i
27 10 + 2i

2 + 3i
28 9 + i

√
3

2 + i
√

3

29

√
2− i

√
6

3 + 3i
30

√
6− i

√
2

3 + 3i

Çàäà÷à 3. Äàí ìíîãî÷ëåí p(z) = az4 + bz3 + cz2 + dz + e.
1) Íàéòè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(z). Çàïèñàòü êàæäûé êîðåíü â

àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, óêàçàòü åãî àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü.
2) Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí p(z) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè: à) â

ìíîæåñòâå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; á) â ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë.
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� a b c d e � a b c d e

1 3 −1 −7 −5 −2 2 1 3 1 0 4

3 1 2 −10 −11 −12 4 2 11 13 −3 9

5 5 −8 3 −2 2 6 1 1 10 9 9

7 4 20 41 40 16 8 4 4 5 2 1

9 5 −2 22 −8 8 10 3 −5 6 −3 1

11 1 0 2 0 4 12 1 0 4
√

3 0 12

13 9 0 −6 0 4 14 1 0 3
√

3 0 −12

15 4 0 −2 0 1 16 1 −3 −8 −9 −5

17 1 1 −3 −4 −4 18 1 1 −2 −4 −8

19 1 2 −7 −18 −18 20 1 −3 −5 −21 −20

21 3 −1 5 3 2 22 1 2 7 6 5

23 1 3 8 8 8 24 1 1 10 9 9

25 1 −2 8 3 18 26 1 0 1 0 1

27 1 0 3 0 9 28 1 0 −1 0 1

29 1 0 −9 0 81 30 1 0 4 0 16

Óêàçàíèÿ.
1) Â âàðèàíòàõ 1�5, 16�20 íàéòè öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà.
2) Â âàðèàíòàõ 6�10, 21�25 èçâåñòåí êîðåíü z1:

� 6 7 8 9 10

z1 3i −5− i
√

7
4

−1 + i
√

7
4

−2i 1 + i
√

3
2

� 21 22 23 24 25

z1
−1 + i

√
2

3
−1 + i

√
19

2
−1 + i

√
3 −1 + i

√
3

2
3 + 3i

√
3

2

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Pn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìíîæåñòâî
M ⊂ Pn ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ìíîãî÷ëåíîâ p(t), êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò óêàçàííûì óñëîâèÿì.
1) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M � ïîäïðîñòðàíñòâî â Pn.
2) Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M .
3) Äîïîëíèòü áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M äî áàçèñà Pn.
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Çàìå÷àíèå. Çíàê p(t)
... q(t) îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(t) äåëèò-

ñÿ íà ìíîãî÷ëåí q(t) áåç îñòàòêà.
� n Óñëîâèÿ íà p(t) ∈ M � n Óñëîâèÿ íà p(t) ∈ M

1 3 p(−1) = p(1) 2 3 p′(−1) = p′(1)

3 3 p(−2) = 0 4 4 p(−2) = p(3) = 0

5 4 p(2− i) = 0 6 3 p′(1) = 0

7 3 p(0) + p′(−1) = 0 8 4 p(i− 1) = 0

9 4 p(t)
... (t− 3)2 10 3 p′′(1) = 0

11 4 p(t)
... (t2 + t + 1) 12 3 p(1) = p(2) = 0

13 3 2p(0) + p(1) = 0 14 3 p(−1) + p(0) + p(1) = 0

15 3 p(0) + p′(2) = 0 16 3 p(2) = p(−2)

17 4 p(1) = p′′(0) = 0 18 3 p(2) = 0

19 4 p(2) = p′(0) = 0 20 4 p(1 + i) = 0

21 3 p′(−1) = 0 22 3 p′(0) + p(1) = 0

23 4 p(2 + i) = 0 24 4 p(−1) = p′(−1) = 0

25 3 p′′(1) + p′(0) = 0 26 4 p(t)
... (t2 + 4t + 5)

27 3 p(−1) + p′′(0) = 0 28 3 p(−1) = 2p(0)

29 3 p(−1) + p′(0) + p(1) = 0 30 4 p′′(0) = p(−1) = 0

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M îáðàçóåò ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â ïðîñòðàíñòâå Mm×n âñåõ ìàòðèö äàííîãî ðàçìåðà. Íàéòè
ðàçìåðíîñòü è ïîñòðîèòü áàçèñ M . Ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà B ïðè-
íàäëåæèò M è ðàçëîæèòü åå ïî áàçèñó â M .
� M � ìíîæåñòâî ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà B

1
Ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ




1 0 1

0 0 0

2 0 2


 ·X =




0 0

0 0

0 0






−1 −1

3 1

1 1




2
Ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ




1 1 1

2 2 2

−3 −3 −3


 ·X =




0 0

0 0

0 0







2 −3

−1 0

−1 3




3
Ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 1 0

0 0 1

0 0 0







1 2 −1

0 1 2

0 0 1



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� M � ìíîæåñòâî ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà B

4
Ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 0 1
0 1 0
1 0 0







2 −1 1
3 0 3
1 −1 2




5
Ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 1 0
1 0 0
0 0 1







1 2 3
−2 −1 −3
−1 1 0




6
Ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 1 0
0 0 1
0 0 0







2 −2 3
0 −2 2
0 0 2




7 Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà



1 2 0
2 3 −2
0 −2 0




8 Êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà



0 3 −1
−3 0 0

1 0 0




9 Âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà
ñ íóëåâûì ñëåäîì




1 4 0
0 −2 2
0 0 1




10
Ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè
ñóììàìè ýëåìåíòîâ âäîëü ãëàâíîé
è ïîáî÷íîé äèàãîíàëåé




3 1 0
−1 0 2

0 4 −3




11
Ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà, ó êîòîðûõ ñóììû
ýëåìåíòîâ âäîëü ëþáîé ñòðîêè è
âäîëü ëþáîãî ñòîëáöà îäèíàêîâû




2 −3 3
−1 1 2

1 4 −3




12
Ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà, ó êîòîðûõ ñóììû
ýëåìåíòîâ âäîëü ëþáîé ñòðîêè è
âäîëü ëþáîãî ñòîëáöà ðàâíû íóëþ




3 0 −3
−2 4 −2
−1 −4 5




13
Ìàòðèöû (2× 3),
ó êîòîðûõ ñóììû ýëåìåíòîâ â îáåèõ
ñòðîêàõ îäèíàêîâû

(
4 7 −8

−3 3 3

)

14
Ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 1 0
0 0 0
0 0 1







1 −1 0
0 1 0
0 0 2




15
Ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




1 0 0
0 0 1
0 1 0







0 −1 1
1 2 3

−1 −3 −2



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� M � ìíîæåñòâî ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà B

16
Ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ

X ·



1 0 −1

0 0 0

−1 0 1


 =

(
0 0 0

0 0 0

) (−2 1 −2

1 3 1

)

17
Ðåøåíèÿ
ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ

X ·



1 −1 1

0 0 0

−1 1 −1


 =

(
0 0 0

0 0 0

) (−1 −2 −1

1 −2 1

)

18
Ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 0 0

1 0 0

0 1 0







3 0 0

−2 3 0

2 −2 3




19
Ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 0 1

0 1 0

0 0 1







3 2 0

0 −1 2

0 2 3




20
Ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 0 0

1 0 0

0 1 0







2 0 0

−1 −2 0

−1 1 2




21
Ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 0 1

0 1 0

0 0 1







2 0 −2

0 0 0

0 0 0




22
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà ñ
íóëåâûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ èç ïåðâîãî
è òðåòüåãî ñòîëáöîâ




2 −1 −1

−1 1 −2

−1 −2 3




23
Êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà
ñ íóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ èç ïåðâîé
ñòðîêè




0 2 −2

−2 0 −3

2 3 0




24
Íèæíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà
ñ íóëåâûì ñëåäîì è íóëåâîé ñóììîé
ýëåìåíòîâ ïî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè




1 0 0

4 2 0

−2 5 −3




25
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà, ó
êîòîðûõ îäèíàêîâû ñóììû ýëåìåíòîâ â
ñòðîêàõ, à ñóììû ýëåìåíòîâ â ñòîëáöàõ
çíàêî÷åðåäóþòñÿ




0 1 −1

1 −1 0

−1 0 1




26
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà, ó
êîòîðûõ îäèíàêîâû ñóììû ýëåìåíòîâ â
ñòîëáöàõ, à ñóììû ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ
çíàêî÷åðåäóþòñÿ




0 0 0

0 1 −1

0 −1 1



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� M � ìíîæåñòâî ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà B

27
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà, ó
êîòîðûõ ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà
ðàâíà 0




3 −3 0

−3 2 1

0 1 −1




28 Ìàòðèöû 3× 2, ó êîòîðûõ ñóììû
ýëåìåíòîâ â îáîèõ ñòîëáöàõ ðàâíû 0




2 −3

−1 0

−1 3




29
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




1 0 0

0 0 1

0 1 0







0 1 1

1 2 3

1 3 2




30
Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû,
àíòèïåðåñòàíîâî÷íûå
ñ ìàòðèöåé

A =




0 1 0

0 0 1

0 1 0







2 0 0

0 −2 0

0 0 2




Çàäà÷à 6*. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M ôóíêöèé x (t), çàäàí-
íûõ íà îáëàñòè D, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàéòè åãî ðàç-
ìåðíîñòü è áàçèñ.

�âàð. Ìíîæåñòâî M

(α, β, γ, δ - ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà) D

1, 18 M = {α + βcht + γsht + δet } (−∞; +∞)

2, 19 M = {αet + βe2t + γe3t} (−∞; +∞)

3, 20 M = {α + β cos t + γ sin t + δ cos2(t/2)} (−π; π)

4, 21 M = {αe−t + βsht + γet + δ} (−∞; +∞)

5, 22 M = {αet + βtet + (β − α)t2et + γt3et} (−∞; +∞)

6, 23 M = {α/t + β + γt + δ(2t2 − 1)/2} (0; 1)

7, 24 M = {α cos t + β sin t + γ sin 2t} (−π/2, π/2)

8, 25 M = {α + βtgt + γctgt} (0, π/2)

9, 26 M = {αe−t + βcht + γsht + δ} (−∞; +∞)

10, 27 M = {αe−t + (β − α)te−t + γt2e−t + αt3e−t} (−∞; +∞)

11, 28 M = {α cos 2t + β sin 2t + γ sin2 t + δ} (−π/2, π/2)

12, 29 M = {α ln t + β + γt + δ ln 3t} (0; +∞)

13, 30 M = {α + βtg2t + γ sec2 t + δctg2t} (0; π/2)

14, 16 M = {α ln t + β + γ ln(2/t)} (0; +∞)

15, 17 M = {αe2t + βte2t + γt2e2t + δt3e2t} (−∞; +∞)
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Çàäà÷à 7. Äàíû âåêòîðû ~a =
−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−→
OC, ~d =

−−→
OD.

Ëó÷è OA, OB è OC ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè òðåõãðàííîãî óãëà T .
1) Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~a, ~b, ~c ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2) Ðàçëîæèòü âåêòîð ~d ïî âåêòîðàì ~a, ~b, ~c (âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì

ñèñòåìó óðàâíåíèé ðåøèòü ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû).
3) Îïðåäåëèòü, ëåæèò ëè òî÷êà D âíóòðè T , âíå T , íà îäíîé èç

ãðàíèö T (íà êàêîé?).
4) Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà λ

âåêòîð ~d + λ~a, îòëîæåííûé îò òî÷êè O, ëåæèò âíóòðè òðåõãðàí-
íîãî óãëà T .

� 1, 19 2, 20 3, 21 4, 22 5, 23 6, 24 7, 25 8, 26
a 1 1 2 1 3 2 2 4 1 1 2 -1 1 -2 5 1 2 1 3 2 1 2 1 3
b 2 -1 2 -2 1 -1 1 3 -5 1 -1 3 3 1 -2 -1 2 2 1 -1 -2 -1 -2 1
c -1 3 1 5 -2 3 1 2 1 2 2 1 2 -1 3 3 1 -1 -2 3 5 3 5 -2
d 3 4 7 10 -7 5 -1 -1 -4 2 -5 11 6 3 -5 7 3 -2 7 4 1 18 23 1

� 9, 27 10, 28 11, 29 12, 30 13, 16 14, 17 15, 18
a 2 -1 1 -2 1 5 2 1 1 4 3 2 1 4 2 -1 1 2 5 1 -2
b -1 3 1 1 3 -2 2 2 -1 3 -5 1 -5 3 1 3 1 -1 -2 3 1
c 2 1 2 -1 2 3 1 -1 3 2 1 1 1 2 1 1 2 2 3 2 -1
d 1 18 11 -1 14 5 4 2 1 4 -1 2 -3 20 9 15 4 -6 7 15 -2

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Îïðåäåëèòåëè
1.1. Êàê âû÷èñëÿþòñÿ îïðåäåëèòåëè 2-ãî, 3-ãî ïîðÿäêîâ? Êàêî-

âû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà?
1.2. ×òî íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé? ×òî òàêîå èíâåðñèÿ â ïåðå-

ñòàíîâêå? Êàêèå ïåðåñòàíîâêè íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè (íå÷åòíûìè)?
Êàêîâî îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n?
Êàêîâî êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ (íå÷åòíûõ) ïåðåñòàíîâîê?

1.3. ×òî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà? Êàêîâû åãî
ñâîéñòâà?

1.4. Âõîäÿò ëè â îïðåäåëèòåëü 5-ãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèå ïðîèç-
âåäåíèÿ: à) a15a24a33a42a51; á) a32a13a25a51a44; â) a23a12a41a15a34?
Åñëè äà, òî ñ êàêèìè çíàêàìè?
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1.5. ×åì îòëè÷àåòñÿ ìèíîð äàííîãî ýëåìåíòà îò åãî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî äîïîëíåíèÿ? Ñðàâíèòå M12 è A12; M33 è A33.

1.6. Ôèêñèðîâàíà ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ìè-
íîðàìè åå ýëåìåíòîâ, åñëè: à) óìíîæèòü ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè íà
÷èñëî; á) óìíîæèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè íà ÷èñëî; â) çàìåíèòü
ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè íóëÿìè; ã) çàìåíèòü ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè
íóëÿìè; ä) çàìåíèòü ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè íà ëþáûå äðóãèå ÷èñëà?
Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò. Îòâåòüòå íà àíàëîãè÷íûå âîïðîñû îá àëãåá-
ðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèÿõ.

1.7. ×òî òàêîå òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà? ×å-
ìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé, äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû? Îáú-
ÿñíèòå ðåçóëüòàò.

1.8. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðî-
êå. ×åìó ðàâíà ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè
(ñòîëáöà) íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè
(ñòîëáöà)?

1.9. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëà Êðàìåðà. Âñåãäà ëè îíè ïðèìåíè-
ìû?

2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû
2.1. ×òî òàêîå ìîäóëü, àðãóìåíò, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è ïîêàçà-

òåëüíàÿ ôîðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà? Êàê çàïèñàòü â òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé è ïîêàçàòåëüíîé ôîðìàõ ÷èñëà: 1, −1, i, −i, 1 + i, 1 −
i, −1 + i

√
3?

2.2. Êàê ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
â àëãåáðàè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ?

2.3. ×òî òàêîå îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ? Êàêîâû åå ñâîéñòâà?
2.4. Ïðèâåäèòå ôîðìóëó Ìóàâðà.
2.5. Ñêîëüêî çíà÷åíèé ïðèíèìàåò êîðåíü n-é ñòåïåíè èç êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà? Êàê îíè âû÷èñëÿþòñÿ? Êàê ýòè çíà÷åíèÿ ðàñïî-
ëàãàþòñÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïî÷åìó?

2.6. Êàê èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà z, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: à) Re z > 0 ; á) |Im z| 6 2; â) |z| 6 1; ã)
0, 5 < |z + i| 6 1; ä) 0 < arg z 6 π/4; å) |z − i| = |z + 2|?

2.7. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Áåçó, îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåá-
ðû ìíîãî÷ëåíîâ? Ñêîëüêî êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n?

2.8. Ìíîãî÷ëåí P (z) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì P0 = 2 èìååò
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êîðíè z1 = 1 êðàòíîñòè 3 è z2,3 = 1± i êðàòíîñòè 2. Âûïèøèòå ýòîò
ìíîãî÷ëåí. Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò.

2.9. Ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîðåíü
z = 2 + i. Íà êàêîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îí äåëèòñÿ? Îáúÿñíèòå
ðåçóëüòàò.

3. Àëãåáðà ìàòðèö
3.1. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Îáúÿñíèòå,

êàê èçìåíèòñÿ ïðîèçâåäåíèå AB, åñëè ïåðåñòàâèòü i-þ è j-þ ñòðîêè
ìàòðèöû A; i-é è j-é ñòîëáöû ìàòðèöû B? ×åìó ðàâíà i-ÿ ñòðîêà
AB; j-é ñòîëáåö AB?

3.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA, òî A è B − êâàäðàòíûå
ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

3.3. Âåðíû ëè ôîðìóëû (A+B)2 = A2+ 2AB+B2; (A+B)(A−B) =

A2 −B2 äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö?
3.4. ×òî òàêîå îáðàòíàÿ ìàòðèöà? Êàêîâ êðèòåðèé åå ñóùåñòâî-

âàíèÿ, êàê îíà âû÷èñëÿåòñÿ? Âûäåëèòå ñëó÷àé ìàòðèö 2-ãî ïîðÿä-
êà.

3.5. ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö? Êàê
íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû?

3.6. Êàê ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AXB = C, ãäå X �
íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà; A,B � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû?
Êàê ïîëó÷èòü îòñþäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ AX = C; óðàâíåíèÿ XB =

C?
3.7*. Âåðíà ëè ôîðìóëà (A−1)T = (AT )−1?
3.8. Ïóñòü Eij ∈ Mnn � ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà (i, j) ìåñòå ñòîèò

1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè. Äîêàçàòü, ÷òî
Eij · Ekl =

{
0, åñëè j 6= k

Eil, åñëè j = k
.

3.9*. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåíóëåâîé ìàòðèöû X, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ X2 = 0; óñëîâèþ X2 = X. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïðèìåðû
ñ det X 6= 0?

3.10*. Ìàòðèöà X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: à) X2 = E, á) X3 = E,
ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ det X? Ïðèâåñòè
ïðèìåð òàêèõ íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

4. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
4.1. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì? Ïðèâåäèòå ïðè-
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ìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
4.2. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè:

à) ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ, îêàí÷èâàþùèõñÿ íà
äàííîé ïëîñêîñòè;
á) ìíîæåñòâî âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê ÷èñëó a; ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;
â) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (a,
b);
ã) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ 3-é ñòåïåíè; ñòåïåíè íå âûøå 3;
ä*) ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ñ îïåðàöèÿìè �ñëîæå-
íèÿ�: f(t) · g(t) è �óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî�: f(t)α . Îáúÿñíèòå ðåçóëüòà-
òû.

4.3. ×òî òàêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî? ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåé-
íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
ìíîæåñòâà: à) âåêòîðîâ èç Rn, ó êîòîðûõ ñóììà êîîðäèíàò ðàâíà a;
êîîðäèíàòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ñîâïàäàþò; êîîðäèíàòû - öåëûå
÷èñëà; á) ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, îêàí÷èâàþùèõñÿ â I ÷åòâåðòè;
â I èëè III ÷åòâåðòÿõ; â) âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a,
b] è ðàâíûõ íóëþ íà êîíöàõ îòðåçêà; ã) âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
n-ãî ïîðÿäêà?

4.4. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ? ßâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà ïîäïðîñòðàíñòâîì? Ïî÷åìó?

4.5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ. Êàêîâ êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
îäíîãî âåêòîðà; èç äâóõ âåêòîðîâ? Îáúÿñíèòå ñâîé îòâåò. Ñôîðìó-
ëèðóéòå îáùèé êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ.

4.6. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: åñëè ëþáûå äâà âåêòîðà ñèñòåìû
èç n > 2 âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Ïî÷åìó?

4.7. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: åñëè ñèñòåìà ñîäåðæèò âåêòîð, êî-
òîðûé íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç îñòàëüíûå âåêòîðû ñèñòåìû,
òî îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Îòâåò îáîñíóéòå.

4.8. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòå-
ìû 2-õ âåêòîðîâ; 3-õ âåêòîðîâ? Ñóùåñòâóþò ëè ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå ñèñòåìû èç 4-õ è áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ; à ëèíåéíî
çàâèñèìûå?
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4.9. ×òî òàêîå ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ, ÷òî òàêîå ìàêñèìàëüíàÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà? Êàê ñâÿçàíû ðàíãè äâóõ ñèñòåì
âåêòîðîâ, îäíà èç êîòîðûõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãóþ? ×òî
ïðîèñõîäèò ñ ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé?

4.10. ×òî íàçûâàåòñÿ áàçèñîì n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà
â äàííîì áàçèñå? Êàê âûðàæàþòñÿ ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòî-
ðàìè â êîîðäèíàòàõ?

4.11. ×òî òàêîå ïîëíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîì îïèñàíèè áàçèñà
êàê ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîëíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

4.12. ×òî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ è êàêîâà åå ðàçìåðíîñòü?

4.13. Ïðèâåñòè ïðèìåð îäíîìåðíîãî è äâóõìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ
â ïðîñòðàíñòâå: à) R3 ; á) M23 ; â) P3.

ÒÈÏÎÂÎÉ ÐÀÑ×ÅÒ �2

Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè ðåøåíèé îäíîðîäíîé è íåîä-
íîðîäíîé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
à) ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì îäíîðîäíîé ñèñòåìû;
á) ñóììà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû;
â) îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä X = X0+X÷, ãäå
X÷ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû, X0 � îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîé ñèñòåìû;
ã*) êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè?

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x1, x2, x3 è ëþáûõ
÷èñåë y1, y2, y3 ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåííûé, ìíîãî÷ëåí y =
f(x) ñòåïåíè íå áîëüøå 2, äëÿ êîòîðîãî f(xi) = yi, i = 1, 2, 3. Êîãäà
ñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøå 2, ðàâíà 1, ðàâíà 0?
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3. Ïóñòü A � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî r(A) = 1 ⇔
A = B · C, ãäå B � âåêòîð-ñòîëáåö, C � âåêòîð-ñòðîêà (r(A) � ðàíã
ìàòðèöû A; ìàòðèöû B, C íåíóëåâûå).

4. Ïóñòü A � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ýëå-
ìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê ìàòðèöû A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A ñëåâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó X, à
âñÿêîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A � â âèäå
óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A ñïðàâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó Y .

5. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Â â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ â íåêîòîðîì áàçèñå:

ȳ = Âx̄ ⇔



y1
...

yn


 =




a11 ... a1n

... ... ...

an1 ... ann







x1
...

xn


 .

Äîêàçàòü, ÷òî Â � ëèíåéíûé îïåðàòîð è íàéòè åãî ìàòðèöó â ýòîì
áàçèñå.

6. Ïóñòü Â � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè {x̄1, . . . , x̄n}
� ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà, òî ñèñòåìà {Âx̄1, ..., Âx̄n} òîæå ëèíåé-
íî çàâèñèìà. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

7. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû îïåðàòîðà â äâóõ ðàçíûõ áàçèñàõ ñîâ-
ïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà â îäíîì
áàçèñå ïåðåñòàíîâî÷íà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ýòîãî áàçèñà êî âòî-
ðîìó.

8. ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåâûðîæäåííûì
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L: à) L = Pn; á) L = L[cos t, sin t]?

9*. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ çàäàíû îïåðàòîðû Â è B̂:
Â(a0 + a1t + . . . + antn) = a1 + a2t + . . . + antn−1;

B̂(a0 + a1t + . . . + antn) = a0t + a1t
2 + . . . + antn+1.

Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü îïåðàòîðîâ è ïðîâåðèòü, ÷òî ÂB̂ = Î, B̂Â 6= Î.
10. Ïóñòü x̄, ȳ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Â, îòâå÷àþùèå

ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð z̄ = x̄+ ȳ

íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýòîãî îïåðàòîðà.
11. Ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A2 = I. Äîêàæèòå, ÷òî

âñÿêàÿ ïîäîáíàÿ åé ìàòðèöà îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ ìàòðèöû A? Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé
íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.
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12. Íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A2 = 0. Ïîêà-
çàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäîáíàÿ åé ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ.
Äèàãîíàëèçóåìà ëè ìàòðèöà A? Êàêîâû åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ?
Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû.

13. Ôóíêöèÿ B(x̄, ȳ) çàäàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â íåêî-
òîðîì áàçèñå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïî ôîðìóëå:

B(x̄, ȳ) = (x1, ..., xn)




b11 ... b1n

... ... ...

bn1 ... bnn







y1
...

yn


 .

Äîêàçàòü, ÷òî B(x̄, ȳ) � áèëèíåéíàÿ ôîðìà; íàéòè åå ìàòðèöó â ýòîì
áàçèñå.

14. Äîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(x̄, ȳ) îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïîðîæäåííîé åþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìå
ϕ(x̄) ïî ôîðìóëå: B(x̄, ȳ) = [ϕ(x̄ + ȳ)− ϕ(x̄)− ϕ(ȳ)]/2.

15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåíóëåâûå âåêòîðû åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà x̄1, ..., x̄n ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

16. Äîêàçàòü, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ‖x̄ + ȳ‖ ≤ ‖x̄‖+‖ȳ‖. Êîãäà îíî ïðåâðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî?

17*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Â � ëèíåéíûé îïåðàòîð â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, è ÂB̂ =

B̂Â, òî B̂ îáëàäàåò áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
18*. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Â óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Â2 −

Â + Î = 0̂. Äîêàçàòü, ÷òî Â îáðàòèì, è âûðàçèòü Â−1 ÷åðåç Â.
19*. Ïóñòü C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî êâàä-

ðàòè÷íàÿ ôîðìà, çàäàííàÿ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé B = CTC

(ñì. óïð.10), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
20*. Ïóñòü Â è B̂ � ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå L òàêèå, ÷òî ÂB̂ = Î. Äîêàçàòü, ÷òî Â îáðàòèì, è íàéòè
Â−1. (Óêàçàíèå: âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó äëÿ êâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö.) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ
Çàäà÷à 1. Íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé è îáùåå

ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

1, 20
x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0

2, 21
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0
3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0
4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0
5x1 − 10x2 + 9x3 + 5x4 = 0

3, 22
3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0
6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0
9x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0
3x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + 8x5 = 0

4, 23
6x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0
9x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0
6x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0
3x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0

5, 24
x1 − x3 + x5 = 0
x2 − x4 + x6 = 0
x1 − x2 + x5 − x6 = 0
x1 − x4 + x5 = 0

6, 25
5x1 + 6x2 − 2x3 + x4 + 4x5 = 0
2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0
7x1 + 9x2 − 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0
5x1 + 9x2 − 3x3 + x4 + 6x5 = 0

7, 26
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0
5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 0
4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = 0
7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0

8, 27
3x1 + x2 − 8x3 + 2x4 + x5 = 0
2x1 − 2x2 − 3x3 − 7x4 + 2x5 = 0
x1 + 11x2 − 12x3 + 34x4 − 5x5 = 0
5x1 − x2 − 11x3 − 3x4 + 3x5 = 0

9, 28
7x1 + 2x2 − x3 − 2x4 + 2x5 = 0
x1 − 3x2 + x3 − x4 − x5 = 0
2x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + x5 = 0
5x1 + 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

10, 29
x1 + x2 + 10x3 + x4 − x5 = 0

5x1 − x2 + 8x3 − 2x4 + 2x5 = 0

3x1 − 3x2 − 12x3 − 4x4 + 4x5 = 0

6x1 + 18x3 − x4 + x5 = 0

11, 30
6x1 − 9x2 + 21x3 − 3x4 − 12x5 = 0

−4x1 + 6x2 − 14x3 + 2x4 + 8x5 = 0

2x1 + 3x2 + 7x3 − x4 − 4x5 = 0

12, 16
2x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 = 0

x1 + 10x2 − 3x3 − 2x4 − x5 = 0

4x1 + 19x2 − 4x3 − 5x4 − x5 = 0

3x1 + 9x2 − x3 − 3x4 = 0

13, 17
x1 + x2 − 3x4 − x5 = 0

x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 − 4x5 = 0

2x1 + 4x2 − 2x3 + 4x4 − 7x5 = 0

14, 18
x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0

2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = 0

3x1 − 2x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0

2x1 − 5x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0

15, 19
x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 0

2x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 0

x1 + x2 − 5x3 − 5x4 + 5x5 = 0

3x1 − 7x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0

Çàäà÷à 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà λ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ ñèñòåìà äîïóñêàåò ðåøåíèå ñ
ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû?

� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

1
5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3

4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1

8x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9

7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = λ
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

2
3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 3
2x1 + 3x2 + 6x3 + 8x4 = 5
x1 − 6x2 − 9x3 − 20x4 = −11
4x1 + x2 + 4x3 + λx4 = 2

3
2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4
2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7

4
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1
x1 + x2 + λx3 + x4 = 1
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1

5
2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5
4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7
6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9
λx1 − 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11

6
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3
4x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 = 5
6x1 + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 7
8x1 + 12x2 + 7x3 + λx4 = 9

7
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2

8
(λ + 1)x1 + x2 + x3 = λ2 + 3λ
x1 + (λ + 1)x2 + x3 = λ3 + 3λ2

x1 + x2 + (λ + 1)x3 = λ4 + 3λ3

9
λx1 + x2 + x3 = 1
x1 + λx2 + x3 = λ
x1 + x2 + λx3 = λ2

10
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = 1
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = 1

11
λx1 + x2 + 2x3 = λ
(λ + 3)x1 + (λ− 1)x2 + x3 = 2λ
3(λ + 1)x1 + (λ + 1)x2 + (λ + 3)x3 = 3
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

12
λx1 + λx2 + (λ + 1)x3 = λ

λx1 + λx2 + (λ− 1)x3 = λ

(λ + 1)x1 + λx2 + (2λ + 3)x3 = 1

13
3λx1 + (2λ + 1)x2 + (λ + 1)x3 = λ

(2λ− 1)x1 + (2λ− 1)x2 + (λ− 2)x3 = λ + 1

(4λ− 1)x1 + 3λx2 + 2λx3 = 1

14
(5λ + 1)x1 + 2λx2 + (4λ + 1)x3 = 1 + λ

(4λ− 1)x1 + (λ− 1)x2 + (4λ− 1)x3 = −1

2(3λ + 1)x1 + 2λx2 + (5λ + 2)x3 = 2− λ

15
(2λ + 1)x1 − λx2 − (λ + 1)x3 = 2λ

3λx1 − (2λ− 1)x2 − (3λ− 1)x3 = λ + 1

(λ + 2)x1 − x2 − 2λx3 = 2

16
3x1 + 2x2 − x3 + λx4 = 3λ + 8

2x1 + 2x2 + λx3 − 2x4 = −λ + 12

−7x1 − 3x2 + 9x3 − 17x4 = −7λ− 13

−5x1 − x2 + 11x3 − 19x4 = −5λ− 7

17
−4x1 − 5x2 + 2x3 + λx4 = 4λ− 1

−2x1 + 3x2 + 12x3 + 17x4 = 2λ− 5

2x1 + x2 + λx3 − 5x4 = −4λ− 7

3x1 + x2 − 7x3 − 9x4 = −3λ + 2

18
4x1 + 2x2 + 28x3 + λx4 = 12λ + 3

5x1 − 2x2 + 17x3 + 29x4 = 15λ + 18

−x1 + x2 − x3 − 10x4 = −3λ− 6

3x1 − 4x2 + λx3 + 37x4 = 8λ + 21

19
−5x1 + x2 + λx3 − 11x4 = −8λ + 22

−x1 + 2x2 + 12x3 + λx4 = −2λ + 4

7x1 − 2x2 + 13x4 = 14λ− 23

3x1 − x2 − x3 + 5x4 = 6λ− 10

20
−x1 − 2x2 + λx3 − 5x4 = 4λ− 4

x1 + 7x2 − 17x3 + 15x4 = −3λ− 3

−4x1 + x2 − 19x3 + λx4 = 12λ− 12

2x1 + 3x2 − x3 + 8x4 = −6λ + 5
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

21
x1 + 3x2 + λx3 + 3x4 = 3λ− 4

−x1 + 4x2 − 23x3 − 10x4 = −λ− 7

−3x1 + 2x2 − 29x3 − 20x4 = −3λ + 9

−x1 − 2x2 + x3 + λx4 = −2λ + 7

22
−x1 + 4x2 + 10x3 − 17x4 = 2λ + 25

5x1 − 2x2 + 4x3 + 13x4 = −10λ + 1

−5x1 − 2x2 − 16x3 + λx4 = 11λ− 32

2x1 − x2 + λx3 + 6x4 = −6λ + 1

23
x1 + 4x2 − 17x3 + x4 = 3λ + 2

5x1 + 6x2 − 15x3 − 9x4 = 15λ− 4

−7x1 − 5x2 + λx3 + 16x4 = −18λ− 3

x1 − x2 + 8x3 + λx4 = 2λ− 7

24
3x1 + 2x2 + 16x3 + 11x4 = −3λ− 6

−4x1 − x2 − 13x3 + λx4 = 6λ + 19

−7x1 + 2x2 + λx3 + 21x4 = 5λ + 26

−3x1 + x2 − x3 + 10x4 = 3λ + 15

25
2x1 + 3x2 + 3x3 + 14x4 = 4λ− 8

3x1 − x2 − 23x3 + λx4 = 7λ

3x1 + x2 − 13x3 + 7x4 = 6λ− 5

4x1 + 5x2 + λx3 + 24x4 = 11λ− 17

26
−x1 + 3x2 + 19x3 − 13x4 = λ− 9

2x1 + x2 + λx3 + 12x4 = −3λ + 8

x1 + 5x2 + 21x3 + λx4 = λ + 7

3x1 − 2x2 − 22x3 + 25x4 = −3λ + 20

27
5x1 + 3x2 − x3 + 4x4 = 15λ + 1

−3x1 − 2x2 + λx3 − 3x4 = −11λ− 4

−4x1 − x2 + 12x3 + x4 = −12λ + 9

−2x1 − x2 + 2x3 + λx4 = −3λ + 4

28
16x1 − 3x2 − 8x3 + λx4 = −12λ + 15

−6x1 + x2 + λx3 = 5λ− 7

−x1 + 2x2 + 15x3 − 11x4 = λ + 4

−5x1 + 4x2 + 27x3 − 19x4 = 5λ + 2
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� âàð. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

29
3x1 + 2x2 + 30x3 + λx4 = 5λ + 6

5x1 − 2x2 + 2x3 + 19x4 = 10λ− 25

−x1 + x2 + λx3 − 5x4 = −3λ + 13

4x1 − x2 + 7x3 + 14x4 = 8λ− 17

30
−3x1 + 5x2 − 12x3 + λx4 = 9λ− 12

−x1 + 2x2 − 5x3 + 5x4 = 4λ− 13

3x1 − 2x2 + 3x3 + 17x4 = −12λ + 15

2x1 − 3x2 + λx3 − 2x4 = −4λ− 8

Çàäà÷à 3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Â : V 3 → V 3 îïðåäåëÿåòñÿ äåé-
ñòâèåì îòîáðàæåíèÿ α íà êîíöû ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷åê òðåõìåðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà.
1) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà Â â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà

V 3, à çàòåì â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå {~i,~j,~k}.
2) Îïðåäåëèòü, â êàêóþ òî÷êó ïåðåõîäÿò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

(1,0,0) è (-1,2,1) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ α.
� âàð. Îòîáðàæåíèå α

1, 21
2, 22
3, 23
4, 24
5, 25
6, 26
7, 27
8, 28
9, 29
10, 30
11, 16
12, 17
13, 18
14, 19
15, 20

îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x + y + z = 0

ïîâîðîò íà 180� âîêðóã îñè x = y = z

ïðîåêòèðîâàíèå íà îñü x = y/2 = z

ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x + y + z = 0

îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x + y − z = 0

ïîâîðîò íà 180� âîêðóã îñè x = y = −z

ïðîåêòèðîâàíèå íà îñü 2x = 2y = −z

ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x− y + z = 0

îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x− y + z = 0

ïîâîðîò íà 180� âîêðóã îñè −x = y = z

ïðîåêòèðîâàíèå íà îñü x = 2y = 2z

ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü −x + y + z = 0

îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè −x + y + z = 0

ïîâîðîò íà 180� âîêðóã îñè x = −y = z

ïðîåêòèðîâàíèå íà ïëîñêîñòü x + y − z = 0

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà Â èç çàäà÷è 3 â êà-
íîíè÷åñêîì áàçèñå {~i,~j,~k}. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá-
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ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A. Îáúÿñíèòå, êàê ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèì äåéñòâèåì îïåðàòîðà Â.

Çàäà÷à 5.
1) Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Â ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðî-

ñòðàíñòâå Pn ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.
2) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà Â â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå Pn.
3) Cóùåñòâóåò ëè îáðàòíûé îïåðàòîð Â−1? Åñëè äà, íàéòè åãî ìàò-

ðèöó.
4) Íàéòè îáðàç, ÿäðî, ðàíã è äåôåêò îïåðàòîðà Â.

� n (Âp)(t) � n

1, 22 2
d

dt
[(t + 1)p(t)] 9, 30 2 (t + 1)p(t + 1)− tp(t)

2, 23 2
d

dt
[tp(t + 1)] 10, 16 2

d

dt
[(t− 2)p(t)]

3, 24 3 (t + 1)
dp(t)
dt 11, 17 3

d

dt

[
t
dp(t)

dt

]

4, 25 3 t
dp(t + 1)

dt
12, 18 2

d

dt
[tp(t− 2)]

5, 26 3 p(t)− p(t + 2) 13, 19 3 t
dp(t)

dt
− p(t + 1)

6, 27 3 3tp(t)− t2
dp(t)

dt
14, 20 2 (t− 2)p(t− 2)− tp(t)

7, 28 2
d

dt
[tp(t)] +

d2p(t)

dt2
15, 21 2 (2t + 1)p(t) + t(1− t)

dp(t)

dt

8, 29 3 6tp(t)− t3 · d
2p(t)

dt2

Çàäà÷à 6. Îïåðàòîð Â äåéñòâóåò íà ìàòðèöû, îáðàçóþùèå ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.
1) Äîêàçàòü, ÷òî Â � ëèíåéíûé îïåðàòîð â M .
2) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà Â â êàêîì-íèáóäü áàçèñå M .
3) Íàéòè îáðàç, ÿäðî, ðàíã è äåôåêò îïåðàòîðà Â.
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4) Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà
Â (íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû).

5) Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Â ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòîãî òèïà.
Âûïèñàòü ìàòðèöó îïåðàòîðà Â â ñîáñòâåííîì áàçèñå.

� M =

{
X =

(
x y
u v

)}
Â B

1, 16 y = u Â(X) = BTXB

(
1 1
0 0

)

2, 17 y = u Â(X) = BTXB

(
0 0
1 1

)

3, 18 x + v = 0 Â(X) = BX −XB

(
1 1
0 −1

)

4, 19 x + v = 0 Â(X) = BX −XB

(
0 1
1 0

)

5, 20 x + y + u + v = 0 Â(X) = B−1XB

(
0 1
1 0

)

6, 21 x− y + u + v = 0 Â(X) = B−1XB

(
0 1

−1 0

)

7, 22 x + y − u− v = 0 Â(X) = BX + XB

(
0 1
1 0

)

8, 23 x− 2y − u− v = 0 Â(X) = BX + XB

(
1 1
0 −1

)

9, 24 y = u Â(X) = BTXB

(
1 0
1 0

)

10, 25 y = u Â(X) = BTXB

(
0 1
0 1

)

11, 26 x + v = 0 Â(X) = BX −XB

(
1 0

−1 −1

)

12, 27 x + y + u + v = 0 Â(X) = BX −XB

(
0 1
1 0

)

13, 28 x + y + 2u + v = 0 Â(X) = B−1XB

(
0 1

1/2 0

)

14, 29 x + y + 2u− v = 0 Â(X) = BX + XB

(
1 0

−1 −1

)

15, 30 x + y − v = 0 Â(X) = BX + XB

( −1 2
0 1

)
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Çàäà÷à 7. Â ïðîñòðàíñòâå V 3 ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñ îáû÷-
íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðû áàçèñà S = {~f1, ~f2, ~f3} çà-
äàíû êîîðäèíàòàìè â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå {~i,~j,~k}.
1) Íàéòè ìàòðèöó Ãðàìà GS ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ýòîì áàçè-

ñå. Âûïèñàòü ôîðìóëó äëÿ äëèíû âåêòîðà ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû
â áàçèñå S.

2) Îðòîãîíàëèçîâàòü áàçèñ S. Ñäåëàòü ïðîâåðêó îðòîíîðìèðîâàí-
íîñòè ïîñòðîåííîãî áàçèñà P äâóìÿ ñïîñîáàìè:
à) âûïèñàâ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç P â áàçèñå {~i,~j,~k};
á) óáåäèâøèñü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû Ãðàìà ïðè ïåðåõî-
äå îò áàçèñà S ê áàçèñó P (ïî ôîðìóëå GP = CT ·GS ·C) ïðèâîäèò
ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

� 1, 23 2, 24 3, 25 4, 26 5, 27
~f1
~f2
~f3

1 −1 1

2 1 0

0 1 1

1 0 1

1 1 −1

2 −1 1

1 −1 0

1 1 1

1 0 2

1 0 2

2 1 −1

1 1 0

0 −1 2

1 1 −1

1 0 1

� 6, 28 7, 29 8, 30 9, 16 10, 17
~f1
~f2
~f3

1 1 −1

2 0 1

1 1 2

2 0 1

−1 1 −1

1 2 1

−1 1 1

1 0 −2

2 0 1

2 0 1

1 1 1

−1 0 1

1 1 0

−2 0 1

1 −1 1

� 11, 18 12, 19 13, 20 14, 21 15, 22
~f1
~f2
~f3

1 0 −2

2 1 1

1 1 0

2 −1 0

1 1 1

−1 0 1

1 0 2

1 1 1

−1 1 0

−1 1 0

−2 1 1

1 0 2

1 1 −1

1 0 1

2 1 0

Çàäà÷à 8. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(~x).
1)Ïðèâåñòè Q(~x) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Çàïè-

ñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ.
2)Ïðèâåñòè Q(~x) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà.
3)Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì íà ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷åííûõ â ïóíêòàõ 1 è 2.
4)Ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà σ çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàð-

òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì Q(~x) = α. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè σ è íàïèñàòü åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå.
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� Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(~x) α

1 4x2
2 − 3x2

3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3 24

2 −2x2x3 9

3 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 + 8x1x3 − 8x2x3 0

4 2x2
1 + 9x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 + 4x2x3 50

5 −4x2
1 − 4x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3 − 8x2x3 24

6 2x2
1 + x2

2 − 4x1x2 − 4x2x3 16

7 4x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3 0

8 3x2
1 + x2

2 − 3
2x

2
3 + 2

√
3x1x2 − x1x3 +

√
3x2x3 8

9 −x2
1 − x2

2 − 3x2
3 − 2x1x2 − 6x1x3 + 6x2x3 12

10 x2
1 − 7x2

2 + x2
3 − 4x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3 32

11 x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 − 4x1x2 − 4x2x3 0

12 3x2
1 − 7x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 8x1x3 − 8x2x3 36

13 x2
1 + 5x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 5

√
2x1x3 +

√
2x2x3 24

14 x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4

3x1x2 − 8
√

2
3 x2x3 9

15 −2x2
1 + 2x2

2 − 2x2
3 − 4x1x2 + 5

√
2x1x3 +

√
2x2x3 0

16 −1
2x

2
1 + 5x2

2 − 1
2x

2
3 − 4x1x2 + 3x1x3 + 4x2x3 12

17 −3x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 8x1x3 + 4x2x3 40

18 −2x2
1 + 2x2

2 − 2x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 + 4x2x3 24

19 2x2
1 + 3x2

2 + 2x2
3 − 8x1x2 − 4

√
2x1x3 + 2

√
2x2x3 0

20 −4x2
1 + x2

2 − 4x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3 28

21 10x2
1 + 14x2

2 + 7x2
3 − 10x1x2 −

√
2x1x3 − 5

√
2x2x3 36

22 3
2x

2
1 − 5x2

2 + 3
2x

2
3 + 4x1x2 − x1x3 − 4x2x3 18

23 x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 + 2

√
2x1x3 − 2

√
2x2x3 0

24 2x2
2 − 3x2

3 − 2
√

3x1x2 − 4x1x3 + 4
√

3x2x3 20

25 x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4

3 x1x2 + 8
√

2
3 x2x3 9

26 x2
1 + x2

3 + 8x1x2 + 4
√

2x1x3 − 2
√

2x2x3 0

27 5x2
1 + 13x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 + 8x2x3 60

28 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2

3x1x2 + 4
√

2
3 x2x3 12

29 5x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 − 2

√
2x1x3 + 4

√
2x2x3 24

30 −2x2
1 + 5x2

2 − 2x2
3 + 4x1x2 + 4x2x3 12



34

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

5. Òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
5.1. ×òî òàêîå ðàíã ìàòðèöû? Êàê îí ñâÿçàí ñ ðàíãîì ñèñòåìû åå
ñòðîê (ñòîëáöîâ)? ×åìó ðàâåí ðàíã ìàòðèöû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
îäèíàêîâû?
5.2. Êàêîâ êðèòåðèé ðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëÿ íóëþ?
5.3. ×òî ïðîèñõîäèò ñ ðàíãîì ìàòðèöû: à) ïðè åå òðàíñïîíèðîâàíèè
(è ïî÷åìó?); á) ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ?
5.4. Êàê âûãëÿäèò áëî÷íî-òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ÷åìó ðàâåí åå ðàíã?
5.5. ×òî òàêîå ìàòðèöà ñèñòåìû; ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà? ×òî îçíà-
÷àþò ñëîâà: çàïèñàòü ñèñòåìó â ìàòðè÷íîé ôîðìå? Ïî÷åìó îíà ýê-
âèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé?
5.6. ×òî îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû? Êàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè? Êàêîâ êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû? Êîãäà
ðåøåíèå ñèñòåìû åäèíñòâåííî?
5.7. Âñåãäà ëè ñîâìåñòíà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà? Êàêîâ êðèòåðèé ñó-
ùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû? Âûäåëèòå
ñëó÷àé êâàäðàòíîé ñèñòåìû.
5.8. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî? A ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû?
Îáúÿñíèòå ðåçóëüòàò. Êàêîâà ñâÿçü ðåøåíèé îäíîðîäíîé è íåîäíî-
ðîäíîé ñèñòåì?
5.9. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû? ×òî íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ)?
Ïî÷åìó ïîíÿòèå ÔÑÐ ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû?
5.10. ×òî íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû è êàêîâà
åãî ñòðóêòóðà? Ïóñòü äàíà ÔÑÐ íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû:

X1 = (1, 1, 2)T , X1 = (2, 3, 1)T

Âûïèøèòå âñå åå ðåøåíèÿ. Óêàæèòå äðóãóþ ÔÑÐ ýòîé ñèñòåìû.
5.11. Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîãóò
áûòü çàïèñàíû â âèäå: x1 = s+t, x2 = s−2t, x3 = 3, x4 = t, x5 = s+2t,
ãäå s, t ∈ R. Óêàæèòå åå ÔÑÐ. Ñêîëüêî óðàâíåíèé ìîãëî áûòü â
ñèñòåìå?
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5.12. Âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîãóò
áûòü çàïèñàíû â âèäå x = 1 + s, y = 2s − 1, z = s. Îïèøèòå âñå
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ïðèâåäèòå ïðèìåð
åå ÔÑÐ.
5.13. Êàêèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Âû çíàå-
òå? Âñåãäà ëè îíè ïðèìåíèìû?
6. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû
6.1. ×òî òàêîå ëèíåéíûé îïåðàòîð? Ïðèâåñòè ïðèìåðû ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ V 3, Rn, Pn . Êàêîé âåêòîð ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè äåéñòâèè ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà?
6.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ íà ãåîìåòðè-
÷åñêèå âåêòîðû x̄ = (x1, x2, x3) ∈ V 3, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòî-
ðàìè (âåêòîðû ā è b̄ ôèêñèðîâàíû):
à)Âx̄ = ā, ā 6= 0̄; á)Âx̄ = x̄ + ā; â)Âx̄ = αx̄;

ã)Âx̄ = (x̄, ā)x̄; ä)Âx̄ = [x̄, ā] ; å)Âx̄ =
[
[x̄, ā] , b̄

]
;

æ) Âx̄ = (x̄, ā)ā, |ā| = 1 (êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë?);
ç)Âx̄ = (x̄, x̄)ā;
è)Âx̄ = (x2

1, x3, 0);
ê)Âx̄ = (2x1 − x3, x2 + x3, x1);
ë)Âx̄ = (sin x1, cos x2, 0);
ì) Â � ïîâîðîò âîêðóã îñè OZ íà óãîë α;
í) Âx̄ = x̄− (x̄, ā)ā, |ā| = 1 (êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë?).
6.3. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðà-
òîðàìè â ïðîñòðàíñòâå L:
à) L = R4 : Âx̄=(x1+x4, x1−x2, 0, x4−x3); Âx̄=(x+1, x2−x3, x1, 0);
á) L = L[cos t, sin t] : (Âx)(t) = x′(t); (Âx)(t) = x′(t)− x(0);
â) L = P3 : (Âp)(t) = p(t + h)− p(t), h ∈ R;
ã) L = Pn : (Âp)(t) = p′(t), (Âp)(t) = tp(t),

(Âp)(t) = p(t)− tp′(t) + t2p′′(t);
ä) L = P � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ (îáúÿñíèòü, ïî÷åìó
ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî): (Âp)(t) = tp(t); Â (p0 + p1t + ... + pntn) =

p0t + p1t
2

2 + ... + pntn+1

n+1 � èíòåãðèðîâàíèå.
6.4. ×òî òàêîå ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â äàííîì áàçèñå? Êàê
îíà èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà áàçèñíûõ âåêòîðà?
Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Â : R3 → R3 ïåðåâîäèò âåêòîðû ~e1 =
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(1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1) ñîîòâåòñòâåííî â âåêòîðû ~f1 =

(1, 2, 3), ~f1 = (3, 4, 5), ~f3 = (6, 6, 6). Êàêîâà åãî ìàòðèöà â áàçèñå
{~e1, ~e2, ~e3}?
6.5. Èçâåñòíà ìàòðèöà îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïî êàêîé ôîð-
ìóëå ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îïå-
ðàòîðà?
6.6. ×òî òàêîå ñóììà, ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ? ×òî ïðî-
èñõîäèò ñ ìàòðèöàìè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðè ñëîæåíèè, óìíîæå-
íèè îïåðàòîðîâ?
6.7. Êàê îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò äàííîãî áàçèñà ê íîâîé ñè-
ñòåìå âåêòîðîâ? Êàêîâ êðèòåðèé áàçèñíîñòè íîâîé ñèñòåìû? Êàê
ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ è ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó? ×òî ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì ñ
îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû?
6.8. Êàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè? Êàêèå ñâîéñòâà ïîäî-
áèÿ ìàòðèö Âû çíàåòå? Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îïðåäåëèòåëè
ïîäîáíûõ ìàòðèö? Îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ îáîñíóéòå.
6.9. Êàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì? ×òî òàêîå îáðàò-
íûé îïåðàòîð? Êàêîâ êðèòåðèé åãî ñóùåñòâîâàíèÿ? Êàê íàéòè ìàò-
ðèöó îáðàòíîãî îïåðàòîðà? Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Â ïå-
ðåâîäèò âåêòîð x̄ 6= 0̄ â íóëü-âåêòîð. Ñóùåñòâóåò ëè Â−1? Îòâåò
îáîñíîâàòü.
6.10. ×òî òàêîå ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà? Êàêîâ ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîáñòâåííîãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå V 3? Ïóñòü
x̄� ñîáñòâåííûé âåêòîð. Óêàæèòå åùå êàêîé-íèáóäü ñîáñòâåííûé
âåêòîð, îòâå÷àþùèé òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Îòâåò îáîñ-
íîâàòü. Ìîãóò ëè áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì?
6.11. Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ: à) åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïå-
ðàòîðà Â, òî λk � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ îïåðàòîðà Âk;
á) åñëè ~x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðîâ Â è B̂ ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ1 è λ2 ñîîòâåòñòâåííî, òî x̄ � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ
Â + B̂; äëÿ Â− B̂? Åñëè äà, òî ñ êàêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì?
6.12*. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà îïåðàòîðà Â : V 3 → V 3,
óêàçàòü åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Îáëàäà-
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åò ëè îí áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ? Åñëè äà, òî êàê âûãëÿ-
äèò ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå? ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð íåâû-
ðîæäåííûì? à) Â � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ íà ïëîñ-
êîñòü P ; á) Â � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ íà ïðÿìóþ L;
â) Â � îïåðàòîð ñèììåòðèè âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè P ;
ã) Â � îïåðàòîð ñèììåòðèè âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L; ä)
Âx̄ = [x̄, ā] , ā 6= 0 � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð.
6.13. ×òî òàêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà? Çà÷åì îí íóæåí? Êàê îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà? Ïóñòü
λ1, λ2, λ3 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà â V 3: à) êàêîâ åãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí; á*) ÷åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
îïåðàòîðà?
6.14. Êàê íàõîäèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?
6.15. ×òî òàêîå îïåðàòîð ïðîñòîãî òèïà? Êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà îïå-
ðàòîðà â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ? Êàêîâî äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå îïåðàòîðà ïðîñòîãî òèïà? ßâëÿåòñÿ ëè îíî íåîáõîäèìûì?* ×òî
îçíà÷àåò äèàãîíàëèçóåìîñòü ìàòðèöû?
6.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå � òðåóãîëüíàÿ. Êàêîâû
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà?
6.17*. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé Eij (ñì. âîïðîñ
3.8 èç òèïîâîãî ðàñ÷åòà �1), ïåðåâîäèò áàçèñíûé âåêòîð ~ej â ~ei, à
îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû � â íóëü. Ïîëüçóÿñü ýòèì, âû÷èñëèòü
Eij · Ekl.
6.18*. Èíòåðïðåòèðóÿ ìàòðèöó A êàê ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà, âû÷èñëèòü An, ãäå: à) A � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà ñ
íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè;

á) A =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


 , n = −1, 1, 2, 3, ... .

6.19*. Ñïðàâåäëèâî ëè ðàññóæäåíèå: �Ïóñòü ÂB̂ = ÂĈ, ãäå Â � íåíó-
ëåâîé îïåðàòîð; ñîêðàòèâ íà Â, ïîëó÷èì B̂ = Ĉ�?
6.20*. Ïðèâåñòè ïðèìåð ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Â è B̂, äëÿ êîòîðûõ
ÂB̂ = 0̂, B̂Â 6= 0̂ ( óêàçàíèå: ñì. 6.17*).
7. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû
7.1. ×òî òàêîå áèëèíåéíàÿ ôîðìà? Êàê îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà áèëè-
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íåéíîé ôîðìû â äàííîì áàçèñå? Êàê çàïèñàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó
â äàííîì áàçèñå? Êàê çàïèñàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó â êîîðäèíàò-
íîé è â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé çàïèñè? Ïóñòü B =

(
1 2

3 4

)
� ìàòðè-

öà ôîðìû â áàçèñå {ē1, ē2}; x̄ = (−1, 1), ȳ = (1,−1). ×åìó ðàâíû
B(ē1, ē2), B(ē2, ē1), B(x̄, ȳ)?
7.2. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà êîýôôèöèåíòû áèëèíåéíàÿ ôîðìà

B(x̄, ȳ) =
∑n

i=1

∑n

j=1
bij · xi · yj

ñèììåòðè÷íà, êîñîñèììåòðè÷íà?
7.3. Êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû ïðè èçìåíåíèè áàçè-
ñà? ×òî ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì ñî çíà÷åíèÿìè ôîðìû?
7.4. ×òî òàêîå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà? Êàê îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû â äàííîì áàçèñå? Êàê çàïèñàòü êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó ïî åå ìàòðèöå (óêàçàòü 2 âèäà çàïèñè)? Âûïèøèòå ìàòðè-
öó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ïðèâåäèòå âåêòîðíî-ìàòðè÷íóþ çàïèñü
ôîðìû K(~x) = 2x2

1− 3x1x3 + x2
2. Ïðèâåäèòå äâà âèäà çàïèñè êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé



0 1 −1

1 0 −1

−1 −1 0


 .

7.5. Êàêîâ êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû? Îäíîçíà÷íî ëè
îí îïðåäåëåí? Êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà ôîðìû â êàíîíè÷åñêîì áà-
çèñå? Êàêèå õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàíîíè-
÷åñêîãî áàçèñà?
7.6. ×òî íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì èíäåêñàìè èíåð-
öèè, ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû? ×òî îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíàÿ
(îòðèöàòåëüíàÿ) îïðåäåëåííîñòü ôîðìû? Êàêîâû ïîëîæèòåëüíûé,
îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû è ðàíã ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðå-
äåëåííîé ôîðìû?
7.7. Êàêîâ êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) îïðåäåëåííî-
ñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû?
7.8. Ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà â V 3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì K(x̄) = 1,
ãäå Q(x̄) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Óêàæèòå òèï ïîâåðõíîñòè â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàíãà è èíäåêñîâ èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
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8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
8.1. Êàêèå àêñèîìû îïðåäåëÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå? ×òî îíè îçíà÷àþò íà ÿçûêå áèëèíåéíûõ ôîðì?
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.
8.2. ×òî òàêîå ìàòðèöà Ãðàìà? Êàêîâû åå ñâîéñòâà? Êàê çàïèñàòü ñ
åå ïîìîùüþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ?
Ìîæåò ëè ìàòðèöà Ãðàìà â íåêîòîðîì áàçèñå {ē1, ē2} èìåòü âèä:
a) G =

(
3 2

2 1

)
; á) G =

(
3 1

0 1

)
; â) G =

(
3 −1

−1 1

)
?

Ïðè ïîëîæèòåëüíîì îòâåòå íàéòè (ē1, ē2), (ē2, ē2), (x̄, ȳ), ãäå x̄ = (1, 1), ȳ =

(1,−1).
8.3. ×òî òàêîå äëèíà (íîðìà) âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå?
Êàêîâû åå ñâîéñòâà? ×òî òàêîå íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî?
Êîãäà îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî? Êàê âûãëÿäèò íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà, è ïî÷åìó îíî òàê íàçûâàåòñÿ?
8.4. Êàê âû÷èñëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè? Ïî÷åìó ýòî îïðåäåëå-
íèå óãëà êîððåêòíî? Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè?
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3 çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà

G =




3 1 0

1 1 0

0 0 1


. Áóäóò ëè îðòîãîíàëüíû âåêòîðû ~e1 è ~e2, ~e1 è ~e3, ~e2

è ~e3? Êàêîâû äëèíû âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ~e3?
8.5. ×òî òàêîå îðòîãîíàëüíûé, îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñû â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå? Êàê âûãëÿäèò ìàòðèöà Ãðàìà â îðòîãîíàëü-
íîì áàçèñå, â îðòîíîðìèðîâàííîì? Êàê èùåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå? Ïî÷åìó? Êàê âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàòû âåêòîðà â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå?
9. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
9.1. Êàêîé îïåðàòîð Â+ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ëèíåéíîìó îïå-
ðàòîðó Â â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? Áóäåò ëè îí åäèíñòâåííûì?
Êàê íàéòè åãî ìàòðèöó, çíàÿ ìàòðèöó îïåðàòîðà Â â îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå?
9.2. Êàê íàéòè îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê ïðîèçâåäåíèþ îïåðàòîðîâ
ÂB̂; ê èõ ñóììå Â+ B̂? ×åìó ðàâåí ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê îáðàò-
íîìó îïåðàòîðó Â−1?



9.3. Êàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì? Êàêîâî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå? Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ñàìîñîïðÿæåííîñòü ïðè
ñëîæåíèè îïåðàòîðîâ; ïðè óìíîæåíèè èõ íà ÷èñëà; ïðè óìíîæåíèè
îïåðàòîðîâ?
9.4. Êàêîâà ñïåöèôèêà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà? Êàêîâû ñâîéñòâà åãî ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ?
9.5. Êàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì? ×òî ïðîèñõîäèò ñ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðè äåéñòâèè îðòîãîíàëüíîãî îïåðà-
òîðà?
9.6. Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé. Êàêîâ ýòîò îïåðàòîð?
9.7. Áóäåò ëè îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð èìåòü îáðàòíûé? Åñëè äà, òî
êàê åãî íàéòè?
9.8. Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð Â îáðàòèì, è Â−1 = Â+. Êàêîâ ýòîò
îïåðàòîð?
9.9. Êàêîâû ñâîéñòâà ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå?
9.10*. Êàê ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííî-
ãî áàçèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ìàòðèöà ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê ìàòðèöà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû? Äëÿ ÷åãî çäåñü íóæíà ñàìîñîïðÿ-
æåííîñòü îïåðàòîðà?
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