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1. МЕТОД ГАРМОНИЧЕСКОГО БАЛАНСА

Задание

Определить граничное значение коэффициента усиления линейной части (ЛЧ) kгр, а также параметры автоколебаний (амплитуду A и частоту () переменной ( при (=0 и заданном значении k (варианты 1 - 5,  16 - 20) для системы автоматического регулирования (рис.1.1, табл. 1.1) с заданным типом нелинейности F((): 

– трехпозиционное реле без гистерезиса с зоной нечувствительности b и ограничением c  (варианты 1 – 5, 26 - 30);
– двухпозиционное реле с гистерезисом b и ограничением c  (варианты 
6 – 15);

– ограничение с зоной линейности b и ограничением c (варианты 16 – 25),
Для системы автоматического регулирования (САР) с вариантами параметров ЛЧ 6 - 15 определить зависимости параметров автоколебаний от k при (=0.
Для САР с вариантами параметров ЛЧ 21 - 30 определить зависимости параметров автоколебаний от (, учитывая, что при малых значениях (: tg((() ( ((  и  ( 2( 0.
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[image: image64.wmf]s

s

T

s

T

ke

s

)

1

)(

1

(

2

1

+

+

-

t


Методические указания

1. Для нахождения амплитуды A и частоты (  периодических колебаний величины (  (или их зависимости от параметров системы k и () можно записать уравнение гармонического баланса 
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(1.1)

и, выделив в нем слева от знака равенства вещественную X(A,() и мнимую Y(A,() части, решить полученную систему уравнений:
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(1.2)

В уравнении (1.1) приняты следующие обозначения:  WЛ (j() – частотная передаточная функция ЛЧ системы;  WНЭ (A) – комплексный коэффициент передачи гармонически линеаризованного нелинейного элемента (НЭ), который находится по соответствующей формуле (табл. 1.2).

Для вариантов 21–30 использовать показательную форму записи уравнения гармонического баланса
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где VЛ ((),UЛ (() – соответственно мнимая и вещественная части WЛ (j().
Таблица 1.1

	Вариант
	Параметры

	
	k
	T1
	T2

	1, 16

2, 17

3, 18

4, 19

5, 20
	4kгр

	0,2


	0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

	6, 11

7, 12

8, 13

9, 14

10, 15
	var


	0,05

0,06

0,07

0,08

0,09
	0



	21, 26

22, 27

23, 28

24, 29

25, 30
	10

9

8

9

10
	0,2
	0,02

0,03

0,04

0,03

0,02


Таблица 1.2
	Вариант
	WНЭ(A)
	Параметры

	
	
	b
	c

	1 – 5

26 - 30
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[image: image9.wmf]2. Граничным называется такой коэффициент усиления системы, при котором ее автоколебания находятся на границе своего возникновения и исчезновения. Граничное значение коэффициента усиления kгр можно определить из системы уравнений (1.2) при соответствующем значении амплитуды A:

( для трехпозиционного реле значение А соответствует максимуму функции WНЭ (A);

( для двухпозиционного реле и нелинейности типа “ограничение” A=b, что соответствует  наибольшему значению модуля функции WНЭ (A).
2. УСТОЙЧИВОСТЬ СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ 

НЕЛИНЕЙНОЙ САР

Задание

Определить условие устойчивости состояния равновесия прямым методом А.М. Ляпунова соответствующей заданному варианту нелинейной системы (табл.2.1).

Таблица 2.1

	Вари-

ант
	Рису-

нок
	Параметры

	
	
	K1
	K2
	K3
	Kос
	T1
	T2

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1

2

3

4

5
	2.1
	?

10

?

10

10
	
	
	
	?

?

0,1

0,1

- 0,1
	

	6

7

8

9

10
	2.2
	?

?

1

1

1
	
	
	?

1

?

1

- 1
	
	

	11

12

13

14

15
	2.3
	>0

1

>0

1

>0
	>0

1

?

?

?
	
	?

?

1

1

2
	
	

	16

17

18

19

20
	2.4
	10

5

10

5

10
	1

2

1

2

1
	>0

0

>0

0

>0
	?

?

?

?

?
	>0

0

>0

0

>0
	


Продолжение табл.2.1

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	21

22

23

24

25
	2.5
	>0

10

>0

10

>0
	
	
	?

?

?

?

?
	0,1

>0

0,2

>0

>0
	>0

0,2

0,1

>0

0

	26

27

28

29

30
	2.6
	>0

10

>0

5

>0
	1

?

1

?

1
	?

1

?

1

?
	
	0,5

0,3

0,5

0,3

0,5
	0,1

0,05

0,1

0,05

0,1
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Методические указания

1. Для упрощения исследования устойчивости состояния равновесия нелинейной САР прямым методом А.М.Ляпунова применяется каноническая форма ее математического описания в виде структурной схемы (рис.2.7) и соответствующей системы уравнений:
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где F(() – статическая характеристика нелинейного элемента, принадлежащая классу нелинейностей: F(0)=0, ( F(()>0  при  ( ( 0; r – коэффициент линейной обратной связи автоматического регулятора (АР) (см. рис.2.7),  r( 0;  A – матрица Жордана, которая в частном случае может иметь диагональный вид. Так, при  (0=0  A=diag[(1, (2,…, (n]; 

b=[(1, (2,…, (n]Т;  cT=[1, 1,…,1]; 
[image: image11.wmf]z

=[z1, z2,…, zn]T.

Приведение к указанному каноническому виду в простейших случаях может совершаться путем преобразования структурной схемы линейной части системы. Здесь возможно несколько случаев.


1.1. Если структура АР отвечает каноническому виду, то преобразуется передаточная функция только объекта регулирования (ОР). При этом сначала находится эквивалентная передаточная функция ОР, затем она приравнивается к передаточной функции параллельного соединения звеньев канонической структурной схемы. В результате методом неопределенных коэффициентов можно найти  (0, (1,…, (n,, если предварительно найдены корни характеристического уравнения  (1, (2,…, (n  и  (0=0. Причем это справедливо для случая, когда корни характеристического уравнения ОР являются простыми вещественными и среди них имеется не более одного нулевого корня (см.рис.2.3 и 2.4).

1.2. Если структура АР не отвечает каноническому виду (отсутствует местная обратная связь, т.е.  r=0  или последовательно с нелинейным элементом включено звено более сложного вида, например, как на рис.2.5), то сначала находится  передаточная функция ЛЧ обычным способом, т.е. ее сворачиванием относительно точек присоединения НЭ. При наличии интегратора в эквивалентной передаточной функции ЛЧ он выделяется как последовательно соединенное звено при паралллельном соединении остальных звеньев. После этого процедура нахождения коэффициентов  (0, (1,…, (n  остается прежней.

1.3. В простейшем случае, когда ЛЧ образована последовательным соединением интегрирующего и инерционного звена первого порядка при r=0, специального преобразования структурной схемы не требуется (см. рис.2.1 и 2.2).

2. Выбор функции Ляпунова по методу Лурье, как известно, производится по алгоритму “квадратичная форма от переменных состояния плюс интеграл от нелинейности”:
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где  a>0;  B – симметричная матрица положительно определенной квадратичной формы координат  z1, z2,…, zn вектора 
[image: image13.wmf]z

, которая, как известно, должна удовлетворять критерию Сильвестра, т.е. иметь положительные главные диагональные миноры. Такому условию, в частности, будет удовлетворять диагональная матрица с положительными элементами главной диагонали: B=diag[(11, (22,…, (nn], причем  (ii.>0    
[image: image14.wmf]).
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3. Производная по времени от функции Ляпунова находится в силу уравнений системы и в соответствии с видом этой функции (см. п.1 и 2). Причем в зависимости от значений параметров (0 и r возможны следующие частные случаи:

3.1. Если (0=0, то
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(2.1)
где G = - (ATB+BA) – симметричная матрица положительно определенной квадратичной формы 
[image: image16.wmf]z
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  в силу указанных выше свойств матриц A и B.
Согласно прямому методу Ляпунова для асимптотической устойчивости в целом состояния равновесия в начале координат (
[image: image17.wmf]z

=0  и  ( =0) достаточно, чтобы dV/dt была отрицательной знакоопределенной функцией. Применяя критерий Сильвестра к производной –dV/dt, приходим к следующему достаточному условию абсолютной устойчивости:
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(2.2)

Из соотношения (2.2) можно определить в виде неравенства коэффициент местной обратной связи

r>(Bb-0,5c)TG –1(Bb-0,5c).
(2.3)

Как видно из выражения (2.3), в общем случае получаемое решение справедливо при произвольных коэффициентах функции Ляпунова (ii>0, которыми приходится задаваться, что делает ответ неопределенным. Однако в простейшем частном случае (см. рис.2.3), когда неравенство (2.2) является квадратным относительно (11, можно определить достаточное условие устойчивости в виде неравенства, связывающего между собой параметры системы и не содержащего при этом коэффициента (11.

Для этого необходимо записать квадратное уравнение относительно (11 путем замены знака неравенства на знак равенства и потребовать положительности его дискриминанта.
3.2. Если (0 ( 0, то в правой части выражения (2.1) появится одно дополнительное слагаемое:  2z0(a(0 -0,5)F(().

Это слагаемое является знакопеременным и поэтому выбором коэффициентов его следует обратить в ноль: a(0 -0,5=0. Для выбора же коэффициента  r остается та же формула (2.3).

3.3. Если r=0, то достаточно потребовать равенства нулю всех членов матрицы (Bb-0,5c), т.е. решить систему уравнений, получаемую приравниванием к нулю всех коэффициентов в dV/dt при произведениях вида ziF(()  
[image: image19.wmf]).
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 При этом (2.1) будет отрицательной знакопостоянной функцией, и следовательно, устойчивость (по Ляпунову) будет неасимптотической.

При выполнении этого требования корни квадратного уравнения будут положительными вещественными. Поэтому коэффициент (11  может быть выбран в диапазоне между этими корнями, что непосредственно для решения задачи не требуется.
3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ САР

Задание

Определить дискретную передаточную функцию, составить структурную схему для дискретных величин и записать разностное уравнение соответствующей заданному варианту импульсной  САР (рис.3.1), параметры которой представлены в табл.3.1.


Причем  kи=1 и для вариантов 1 – 15: ( =1, а для вариантов 16 – 30: ( =0,1  (благодаря чему импульсный элемент (ИЭ) можно считать идеальным).

Таблица 3.1

	Вари-

ант
	Параметры

	
	T
	k
	T1
	T2
	T3
	r

	1, 16

2, 17

3, 18

4, 19

5, 20
	0,1

0,05

0,05

0,05

0,1
	Любое
	0,05

0,1

0,15

0,2

0,25
	0
	0
	1

	6, 21

7, 22

8, 23

9, 24

10, 25
	0,05
	Любое
	0,05

0,07

0,1

0,2

0,3
	0,15

0,12

0,1

0,1

0,1
	0
	0

	11, 26

12, 27

13, 28

14, 29

15, 30
	0,1

0,2

0,3

0,4

0,5
	10

15

20

25

30
	0
	0
	Любое
	2


Методические указания
1. При составлении структурной схемы САР для дискретных величин необходимо:
( заменить ИЭ последовательным соединением идеального ИЭ и формирующего элемента (ФЭ) с передаточной функцией
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где  z = eTs;

( найти передаточную функцию приведенной непрерывной части (ПНЧ)


[image: image21.wmf]),
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где WНЧ (s) – передаточная функция непрерывной части системы;

( перенести идеальный ИЭ через сумматор.

2. Для определения дискретной передаточной функции разомкнутой системы W(z) передаточную функцию ее ПНЧ разлагают на сумму простых дробей. В частности, если передаточная функция ПНЧ является дробно-рациональной функцией с одним корнем кратности k,  r нулевыми и  m некратными корнями, то она раскладывается на простые дроби следующим образом:
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где коэффициенты разложения  
[image: image23.wmf]))
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 можно определить, например, методом неопределенных коэффициентов.
Причем если (=1, то множитель (z-1)/z переходит непосредственно в W(z) и поэтому в этом случае необходимо разлагать на сумму простых дробей выражение для WНЧ(s)/s.

Каждую из дробей заменяют соответствующим  z-изображением (табл. 3.2) и полученную сумму приводят к общему знаменателю. Затем, применяя правило встречно-параллельного соединения звеньев, на основании дискретной передаточной функции разомкнутой системы находят передаточную функцию замкнутой САР. 

Таблица 3.2

	W(s)
	W(z)
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3. Разностное уравнение можно получить из выражения для передаточной функции замкнутой системы
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(3.1)

Для этого достаточно разделить числитель и знаменатель передаточной функции (3.1) на  z n и, применяя теорему о  z-изображении запаздывающей решетчатой функции, перейти к искомому уравнению:
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ И ВЕСОВОЙ

ФУНКЦИИ ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЫ

Задание

Для импульсной САР из задания 3 определить:

1. Граничное значение коэффициента передачи  k  (варианты 1 – 10,

16 – 25) и постоянной времени T3 (варианты 11 – 15, 26 – 30).

2. Решетчатую весовую функцию при значениях варьируемого параметра (k или T3), принадлежащего области устойчивости и отличающегося от граничного в три раза.

Методические указания

1. Граничное значение заданного варьируемого параметра можно найти на основании характеристического уравнения замкнутой системы с помощью, например, аналога критерия устойчивости Гурвица. В частности, для системы с характеристическим уравнением второго порядка  
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  условие устойчивости системы по критерию Гурвица, из которого можно найти граничное значение варьируемого параметра, записывается следующим образом:
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2. Значения решетчатой весовой функции замкнутой системы можно найти любым из следующих трех способов.
2.1. С помощью таблиц z-преобразования, если предварительно разложить  z-изображение на сумму простых дробей. В частности, если 
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где A(z)  и  B(z) – рациональные полиномы, причем степень первого выше степени второго, то
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Если же  
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то  
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2.2. Разложением  z-изображения в ряд Лорана по отрицательным степеням  z, т.е.
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путем деления полинома числителя B(z) на полином знаменателя A(z), слагаемые которых располагают в порядке убывания степени  z.
Тогда  
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2.3. Поэтапным решением разностного уравнения: сначала с учетом нулевых начальных условий  (([-1]= ([-2]=…= ([-n]=0)  находят  ([0], затем ([1], далее ([2] и т.п.
5. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОЙ ПО ТОЧНОСТИ

САУ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Задание

Найти оптимальное значение варьируемого параметра и минимум среднеквадратичной ошибки для САУ (рис. 5.1) с заданными параметрами (табл.5.1), полезным входным сигналом g(t) и помехой v(t) (табл.5.2).

Таблица 5.1

	Вари-

ант
	Параметры

	
	k
	d0
	d1
	d2
	T3

	1, 6, 11

2, 7, 12

3, 8, 13

4, 9, 14

5, 10, 15
	24

22

20

18

16
	0
	1,0

0,9

0,8

0,7

0,6
	1
	var

	16, 21, 26

17, 22, 27

18, 23, 28

19, 24, 29

20, 25, 30
	var
	1,0

1,5

2,0

1,5

1,0
	1
	0
	3

4

5

3

2



Таблица 5.2

	Вариант
	Полезный сигнал
	Помеха

	1 - 5
	g(t)=10 t
	SV(()=0,2

	6 – 10
	SG(()=2/(1+( 2)
	SV(()=0,2

	11 – 15
	g(t)=10 t
	SV(()=1/(1+( 2)

	16 – 20
	g(t)=10 t+0,5 t 2
	SV(()=0,2

	21 – 25
	g(t)=10 t+0,5 t 2
	SV(()=2/(1+( 2)

	26 - 30
	SG(()=1/(1+( 2)
	SV(()=0,2


Методические указания

1. Для определения оптимального значения варьируемого параметра и минимального значения среднеквадратичной ошибки заданной САР необходимо:

( получить математическое выражение для среднего значения квадрата ошибки в виде функции параметров системы;

( приравнять нулю его частную производную по варьируемому параметру и найти оптимальное значение варьируемого параметра;

( подставить найденное значение варьируемого параметра в математическое выражение для среднеквадратичной ошибки и вычислить ее минимальное значение.

2. При нахождении среднего значения квадрата ошибки следует учесть, что она содержит две составляющие, обусловленные двумя входными воздействиями  g(t) и v(t):
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Причем одна из составляющих является случайной, а другая регулярной, если воздействие g(t) задано детерминированным. Или обе составляющие являются случайными, если g(t) задано случайным.

Регулярную составляющую ошибки можно найти, например, методом коэффициентов ошибок
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где  c0 , c1, c2 – коэффициенты ошибок.

Средние квадраты случайных составляющих ошибки можно определить через заданные спектральные плотности
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(5.1)

где Si(() – спектральная плотность полезного сигнала или ошибки; Фi((j() – частотная передаточная функция системы относительно ошибки по входному сигналу g(t) или v(t) соответственно.

При вычислении интеграла (5.1) его следует преобразовать к стандартному виду:
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(5.2)

где  
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Расчетные формулы для определения стандартных интегралов (5.2) в зависимости от порядка системы n приведены в табл. 5.3.

Таблица 5.3

	n
	Расчетная формула

	2
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6. АНАЛИТИЧЕСКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ

РЕГУЛЯТОРОВ

Задание

Определить передаточную функцию регулятора WОР(s), оптимального по обобщенному интегральному квадратичному критерию качества
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для объекта управления (рис.6.1) с передаточной функцией
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и соответствующими параметрами (табл. 6.1):


а) методом Эйлера-Лагранжа (варианты 1 – 15);
б) методом динамического программирования (варианты 16 – 30).

Таблица 6.1
	Пара-

метры
	Варианты

	
	1,

16
	2,

17
	3,

18
	4,

19
	5,

20
	6,

21
	7,

22
	8,

23
	9,

24
	10,

25
	11,

26
	12

27
	13,

28
	14,

29
	15,

30

	k
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	3
	4
	5
	1
	1
	1
	1
	1

	a0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	3
	4
	5

	a1
	1
	2
	3
	4
	5
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	a2
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Методические указания

1. Вне зависимости от заданного метода решения поставленной задачи сначала необходимо преобразовать математическое описание объекта управления (ОУ) в систему дифференциальных уравнений первого порядка. Для этого при g(t)=0 (свободное движение) вводим обозначение:
x1= x =g – y.
Тогда в силу заданной передаточной функции ОУ можно записать:
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(6.1)

2.Для решения задачи методом Эйлера-Лагранжа необходимо выполнить следующее:
( записать новый функционал с подынтегральной функцией
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где  (i – множитель Лагранжа;

( составить систему уравнений Эйлера-Лагранжа
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(6.2)
причем последние два уравнения системы (6.2) совпадают с уравнениями (6.1);
( решить систему уравнений (6.2) совместно и определить оптимальные законы изменения  
[image: image57.wmf]);
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( исключить время t из выражения для u*(t), установив связь u* с 
[image: image58.wmf]*
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, т.е. найти управление и передаточную функцию оптимального регулятора, составить структурную схему оптимальной САУ.
Если при решении системы (6.2) получается вырожденное характеристическое уравнение  p4 = -k2  с корнями  
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  или, что то же самое,  
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то в этом случае решение
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так как по условиям устойчивости учитываются корни только с отрицательной вещественной частью.

3. Для решения задачи методом динамического программирования необходимо выполнить следующие операции.

3.1.В силу уравнений (6.1) составить уравнение Беллмана:
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(6.3)

где  S(x1,x2) – функция Беллмана, которая представляет собой положительно определенную квадратичную форму,
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(6.4)

3.2. Из условия минимума левой части уравнения (6.3) выразить управление  u* через производные функции S(x1,x2).
3.3. Найденное выражение для  u* вместе с квадратичной формой для S(x1,x2) подставить в уравнение (6.3) и, опуская знак минимума, найти коэффициенты квадратичной формы c11 при n=1 или c11, c12, c22 при n=2 методом неопределенных коэффициентов.

3.4. Подставить функцию (6.4) с найденными в п.3.3 коэффициентами в полученное ранее (см. п.3.2) выражение для u* и, переходя к изображениям по Лапласу, найти оптимальный закон регулирования U*(s)=WОР(s)X(s)  и составить структурную схему САУ с оптимальным регулятором состояния.
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